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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2020

803. Dane sa liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié¢, ze zbidér liczb
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |ax + b| = |bx + a| zawiera pewien
przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby b > 0 mozna znalezé
liczbe a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral przedzial dlugosci wickszej

niz 1/a.

804. Niech p bedzie liczba pierwsza; p > 2. Dla liczby catkowitej r niech A,
Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M oznacza zbidr takich permutacji (z1,. .., x,) zbioru wszystkich reszt (mod p), ze
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
789 (WT =1,93) i 790 (WT = 2,68)
z numeru 11/2019
Mikotaj Pater Opole 43,11

Janusz Fiett Warszawa 42,09
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

x1+2z2+ ... +pzrp =1 (mod p).
Dowiedé, ze jesli 0 < r < s < p, to zbiory A, i Ag sa réwnoliczne.

Zadanie 804 zaproponowal pan Semen Stobodianiuk

Zbigniew Skalik Wroctaw 35,79 . . .

Pawel Burdzy Warszawa 35,34 Rozwigzania zadan z numeru 2/2020

Jakub Wegrecki Krakéw 33,71

Marek Spychata Warszawa 33,34 Przypominamy tre$é zadan:

Lukasz Merta Krakéw 32,54

Blazej Zmija Krakéw 32,29 795. Ciag x0, 21,2, ... jest okre$lony rekurencyjnie: zp =1, x; = 1/v/2,

‘W rocznym omodwieniu sezonu

ligowego (Ago), w opublikowanej
rozszerzonej czoléwce (,Lista
uczestnikéw. .. ") zostalo omytkowo
pominie¢te nazwisko Karol Matuszewski
ze stanem konta 15,79 (po zadaniach 796. Dane sa liczby calkowite m > n > 1, przy czym m jest liczba parzysta. Udowodnié, ze réwnanie

z A?Q)‘ Za niedopatrzenie przepraszamy. g™ 4y = (24 y)"

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich x,y wtedy i tylko wtedy, gdy n — 1 dzieli sig
przez m — n.

Tp—1+ Tn

- dla n=1,2,3,...
2T, 1

Tn+1 = Tn 4

Uzasadni¢ zbieznos¢ i wyznaczy¢ granice tego ciagu.

795. Z definicji ciagu (z,,) wynika (przez oczywista 1 —gina. — . 2t ] ™ Ul
indukcje), ze wszystkie jego wyrazy sa dobrze okreslonymi "2 2n+l 2’
liczbami dodatnimi. WeZmy pod uwagg ilorazy (bo (sinz)/x — 1 przy = — 0). Stad, ostatecznie, z, — 2/7.

tn, = Tp/xn—1; ciag liczb dodatnich ¢, s, ts3, ... z wyrazem

gdy n — oo

poczatkowym t; = 1/+/2 spehia zaleznoéé rekurencyjng

1+1¢,

(1) tpt1 = 5 dlan=1,2,3,...

Pokazemy, ze dla n = 1,2, 3, ... zachodzi réwnosé
) ™

(2) t, = cosay,, gdzie a, = ool -

Uzasadnienie indukcyjne: dla n = 1 tak jest. Przyjmijmy
rownosé t,, = cos a,, dla pewnego n > 1. Poniewaz
Qp = 2041, Mamy wowczas
tn = cos(2a,11) = 2(cos ayi1)® — 1;
stad (wobec spostrzezenia, ze cos a1 > 0):
1+,
5 -

W polaczeniu ze wzorem (1) daje to réwnosé (2)
z n zastapionym przez n+1, czyli teze indukcyjna.

COS Qpy1 =

Wzor (2) zostal wykazany. Wywnioskujemy z niego, ze
1
3) Tn

T 2"sinay,
dlan=1,2,3,... Znéw indukcja: dla n = 1 zgadza sie¢
(bo a1 = 7/4). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy stusznosé¢ (3)
z n zastapionym przez n—1. Z takiego zatozenia
indukecyjnego i ze wzoru (2) otrzymujemy
1
Ty = tpTp_1 = (cosay,) - T — =
_ COS Qi _ 1
- 27~ lsin(2a,,)  27sina,

co koniczy indukeyjny dowdd wzoru (3). Tak wiec

20

796. Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite x, y spelniaja
podane réwnanie. Oznaczmy przez d ich najwiekszy
wspélny dzielnik; tak wiec z = ud, y = vd, gdzie u, v to
liczby naturalne wzglednie pierwsze. Wstawiajac to do
roéwnania i dzielac stronami przez d”, otrzymujemy
(4) A (W™ 0™ = (w4 o)™
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby
u™ + v™. Wobec zwiazku (4) p jest tez dzielnikiem sumy
u + v. To znaczy, ze u = —v (mod p); a skoro m jest
liczba parzysta, mamy stad ™ = v™ (mod p), i dalej
0™ =um + 0™ =
Liczba u nie dzieli sie przez p (bo p | u+ v, zad u, v sa
wzglednie pierwsze); zatem p = 2.

(mod p).

Skoro u™ 4 v™ nie ma innych dzielnikéw pierwszych,
znaczy to, ze

(5) u™ o™ = 2!
Zatem liczby u i v (wzglednie pierwsze) sa obie
nieparzyste; stad u™ = v™ =1 (mod 4), bo m jest
liczba parzysta. W réwnosci (5) mamy wiec [ = 1, skad
u =v = 1. Wracamy do réwnania (4): d™ " .2 =2".
To pokazuje, ze d = 2* (dla pewnego k € N); przy tym
ok(m=n) .9 = 9on  czyli k(m —n)=n—1: liczban —1
dzieli sie przez m — n.

dla pewnego [ € N.

Na odwrét, zalézmy, ze n—1=k(m —n) dla
pewnego k. Wéwcezas para x = y = 2% jest rozwigzaniem
zadanego rownania:

M +ym —9. ka —9. 2kn+n71 _ 2n(k+1) _ (1, +y)n

Uzyskalidmy zadang réwnowaznosc.
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Zadania z fizyki nr 700, 701
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

700. Jedna oktadka powietrznego kondensatora ptaskiego o pojemnosci c jest
nienatadowana, druga jest naladowana tadunkiem ¢q. Oktadki potaczono przewodnikiem
o duzym oporze. Ile ciepta wydzieli si¢ w przewodniku po dtugim czasie? Rozmiary
okladek kondensatora sa bardzo duze w poréwnaniu z odlegtoscia miedzy nimi.

701. Mieszanina gazdéw ztozona z my = 100 g azotu oraz nieznanej masy tlenu zostata
poddana sprezaniu izotermicznemu w temperaturze T' = 74,4 K. Wykres zalezno$ci
ci$nienia tej mieszaniny od jej objetosci przedstawia rysunek 1. Znalezé masg tlenu
oraz ci$nienie pary nasyconej tlenu w temperaturze 1. Przy ci$nieniu normalnym 7T jest
temperatura wrzenia cieklego azotu, a tlen wrze w wyzszej temperaturze.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2020

Przypominamy tre$é¢ zadan:

692. W jednorodnym polu magnetycznym, ktérego linie sg poziome, a warto$¢ wektora indukcji
wynosi B, toczy sig¢ bez poslizgu z predkoscia v cienki metalowy pierscien, w ktérym jest bardzo
matla przerwa o dlugosci [. Wektor B jest prostopadly do plaszczyzny pierscienia (rys. 2). Znalezé
SEM indukcji w chwili, gdy promien pierscienia trafiajacy w rozciecie tworzy z pionem kat a.

693. Cienkoscienny cylinder o masie M i wysokosci H, ktérego pole podstawy wynosi S, wypelniony
jest gazem doskonalym i plywa w wodzie. W wyniku utraty hermetycznosci w dolnej czesci cylindra,
jego glebokos¢ zanurzenia zwigkszyla sig¢ o AH. Jakie bylo ci$nienie poczatkowe gazu w cylindrze?
Ciénienie atmosferyczne wynosi pg, temperatura nie zmienia sie.

692. Gdyby pierécien byl zamkniety, nie zmienialby si¢ strumien pola magnetycznego
przez ograniczona przez niego powierzchnie i SEM indukcji bytaby réwna zeru. Zatem
szukana sita elektromotoryczna & w przerwanym pierécieniu spelnia réwnanie
Eo+& =0,

gdzie & jest silg elektromotoryczng, jaka powstaje w elemencie o dtugosci [,
uzupelniajacym przerwe w pierScieniu. Predkos¢ u tego elementu jest sumg predkosci
ruchu postepowego i obrotowego (rys. 3) i ma warto$é

u = 2vsin(a/2).
Sita Lorentza dziatajaca na jednostkowy tadunek w tym elemencie dana jest wzorem

Fr/g=uxB

Rys. 3 i tworzy kat ¢ = /2 ze styczng do pierscienia. Sita elektromotoryczna &; jest praca
wykonana przez site Lorentza nad jednostkowym tadunkiem na drodze [, zatem
&1 = uBlcos ¢ = 2vBlsin(a/2) cos(a/2) = Bulsina.
b2 . . . -~ s . ) .
h Potencjat wzdtuz odcinka o dlugosci I roénie w kierunku zgodnym ze wskazéwkami
Az Al zegara. Szukana sita elektromotoryczna indukcji w rozerwanym pierécieniu dana jest
wzorem
Rys. 4 &y = Bulsina.
693. Oznaczmy przez h poczatkows gleboko$é zanurzenia cylindra, a przez Ax
wysoko$é stupa wody, ktora wciekta do naczynia po utracie hermetycznoéci. Zgodnie
z prawem Archimedesa Mg = pghsS, gdzie p jest gestoscia wody. Stad h = M/pS.
W stanie konicowym:
Mg+ pgSAz = pgS(h+ AH),
zatem Az = AH (rys. 4). Warunek réwnowagi ci$niei na glebokoséci h ma postaé:
p2 = po + pgh = po + Mg/,
gdzie p» jest ciSnieniem gazu w naczyniu w stanie koicowym. Oznaczajac szukane
ci$nienie poczatkowe przez pi, z prawa przemiany izotermicznej otrzymujemy:
p1=p2(l — Az/H) = (po + Mg/S)(1 — AH/H).
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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