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Rys. 6. Liczba wszystkich dotychczas
zainfekowanych. Przerywang linig
oznaczono rozmiar populacji. We
wszystkich symulowanych przebiegach po
wygasnieciu epidemii okoto 1000 os6b
pozostaje w stanie S (sg to osoby, ktére
nie zostaly zarazone)

Poczatkowo trajektorie zachowuja sie tak, jak w modelu poprzednim: najpierw
sporo losowych fluktuacji, p6zniej nastepuje faza wykladniczego wzrostu. Jeszcze
pézniej widaé zupelnie inne zjawisko: hamowania wzrostu wskutek spadku liczby
narazonych S(t), az do zupelnego wygasniecia epidemii.

Dla réznych realizacji tego samego procesu SIR widaé¢ duze przesunigcia w fazie,
wynikajace z losowego charakteru poczatkowego fragmentu. Losowe fluktuacje
(gléwnie poczatkowe) maja tez pewien (niewielki) wplyw na maksymalna liczbe
zarazonych (maksima poszczegélnych krzywych).

W opracowaniach dotyczacych rozwoju epidemii czesto przedstawia sie réwniez
liczbe wszystkich oséb, ktére zostaly zainfekowane do danego momentu (tzn.
liczbe zdarzen polegajacych na zarazeniu nowej osoby). Liczba ta odpowiada
procesowi £ — S(t), widocznemu na rysunku @ Warto zwréci¢ uwage na niewielkie
fluktuacje liczby wszystkich oséb, ktére zostaly zakazone do czasu wygasniecia
epidemii.

Przedstawione w tym artykule modele rozwoju epidemii sg skrajnie uproszczone
i nie nadaja sie do iloSciowego opisu rzeczywistego zjawiska. Niemniej nawet
takie modele pozwalajg troche zrozumie¢ mechanizm epidemii na poziomie
jakoSciowym.

Dlaczego czasy oczekiwania na skok majg rozklad wykladniczy?

Aby udowodnié, ze zmienna W ma rozklad wyktadniczy z parametrem A, wystarczy
pokazaé, ze zmienna e~ ma rozklad jednostajny na odcinku [0,1], tzn. ze dla
dowolnego t > 0: P(W < t) =P(e ™ > e M) =1 — e,

Przyjrzyjmy sie czasowi pierwszego skoku, Wi = T1 = inf{t : I(t) # i0}. Nietrudno
uwierzyé, ze

P(W1 <t+4h|W1 >t) =PI (t+h) # iolI(t) =40) + o(h) = (a+ B)ioh + o(h),

gdzie druga réwno$é¢ wynika z (2). Jesli F(t) = P(W; < t), to dostajemy stad réwnanie

Eldh) P _ ioh + o(h), zatem & log(1 — F(t)) = 4=EW)X — _ iot, skad
1—F(t) (a+6)7‘0 + O( )7 zatem o Og( ( )) 1—F(t) (a +/8)ZO , SKg

wnioskujemy, ze 1 — F(t) = exp{—(a + f)iot}. Identyczne rozumowanie stosuje si¢ do

Whr+1 1 prowadzi ono do analogicznego rezultatu, z ig zastapionym przez i,.

Fibonacci spotyka Banacha Jarostaw GORNICKI*

* Politechnika Rzeszowska

Fibonacci (wlasciwie Leonardo z Pizy, ok. 1170-1240) nauczy! sie zasad
arytmetyki hindusko-arabskiej, gdy razem z ojcem przebywal w Bougie (obecnie
algierska Bidzaja). Poszerzal swoja wiedze podczas podrézy do Egiptu, Syrii,
Grecji, na Sycylie, do Prowansji. Gdy osiadl w Pizie, w 1202 roku napisalt
traktat Liber Abaci (Ksiega rachunkéw), z my$la o rozpowszechnieniu w Europie
notacji dziesigtnej opartej na wykorzystaniu cyfr 0,1,2,...,9. Pokazal w nim
uzytecznos¢ nowych metod na wielu przyktadach rachunkowych, szczegdlnie
zwigzanych z przeliczaniem miar i wag, obliczaniem zyskéw i odsetek, wymiang
pieniedzy. W 1225 roku napisal rozprawe Liber Quadratorum, ktora miata byé
kontynuacja Arytmetyki Diofantosa. Problemy rozwazane przez Leonarda nie
sa banalne. Przekonujemy sie o tym, rozwiazujac zadania zamieszczone w jego
tekstach:

1. ZnaleZé liczbe wymierng x takq, ze liczby x — 5, © oraz 3. Wybraé mozliwie najmniej odwaznikéw tak, aby na

z + 5 sq kwadratami.

wadze szalkowej mozna bylo zwazyc kazdy tadunek

[Najmniejszym rozwiazaniem jest: x = % = (%)2, 0 masie'l, %7 3,...,30.
$—5:%:(%)271’+5:%:(%)2] [OdeWl‘edZ: 1,3,9,27] ) ‘
e o : 4. Ile bedzie po roku par krélikow, ktore urodzq sie
2. Wybraé pieé¢ odwaznikéw tak, aby mozina bylo na jako potomstwo jednej pary, jesli kasda para wydaje
wadze szalkowej zwazyé kazdy tadunek o masie na Swiat co miesige nowg pare, zdolng z kolei po
1,2,3,...,30, jezeli podczas wazenia odwazniki mozna miesigcu do rozmnazania, i jesli Zadna para w tym

uktadac tylko na jednej szalce.
[Odpowiedz: 1,2,4,8,16.]

czasie nie ginie?
[Odpowiedz: 377.]
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Cho¢ traktat Liber Abaci przyczynil sie do rozwoju

bankowosci i rachunkowosci w Europie, to najwieksza

stawe przyniést Fibonacciemu niezwykly ciag
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610,987, . . .,

wykorzystany w rozwiazaniu zadania 4. Wczesniej,

w VI wieku, ciag ten zostal opisany przez matematykéw

hinduskich (Virahanka), ale wtedy nie wzbudazit
zainteresowania.

Cliggiem Fibonacciego {F,}, o generatorach F} =1,
F,; =1, nazywamy ciag, ktérego kolejne wyrazy spelniaja
réwnosé¢ F,, = F,_1 + F,_o dlan > 2.

Ciagi z rodziny Fibonacciego (otrzymane dla
réznych generatoréw, przy rozmaitych modyfikacjach
formuly na obliczanie wartosci F,,) budza wiele
emocji u matematykow oraz mito$nikow matematyki
rekreacyjnej. Dzieje sie tak za sprawa odkrywania
obecnosci ciagu Fibonacciego w naszym otoczeniu
(np. w botanice), w sztuce — zlota proporcja,

w zastosowaniach ciggu Fibonacciego w teorii liczb.

Nie wszystko o nim wiemy: w ciggu Fibonacciego
wystepuja liczby pierwsze 2, 3,5,13,89,233, ..., ale
czy liczb pierwszych jest w nim nieskoriczenie wiele?

W 1611 roku Johannes Kepler w pracy Strena, Seu

de Nive Sexangula, o szeéciokatnych platkach $niegu,
ponownie odkryl ciag Fibonacciego i zgadl, ze kolejne
proporcje Ffil, czyli stosunki %, %, %, %, %, ..., bardzo
szybko, choé¢ raz z lewej, raz z prawej strony, zblizaja

sie do wartoéci ¢ = 1+2‘/5 ~ 1,61803... Liczba ta, zwana
zlotg proporcjg, od Starozytnosci byla wykorzystywana
w sztuce, zwlaszcza w architekturze jako ,reguta
piekna” — wielkosci, ktorych stosunek jest réwny ¢, maja
si¢ wyrdzniaé¢ przyjemna estetyka.

Gdy wiemy, ze w przedziale domknigtym na prostej
euklidesowej R kazdy ciag spelniajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny, to spostrzezenie Keplera
mozemy uzasadni¢ w oparciu o twierdzenie Stefana
Banacha o punkcie statym z 1922 roku.

Twierdzenie. Niech T : [a,b] — [a,b] silnie zbliza kazdq pare punktéw (istnieje
M <1, ze |Tx — Ty| < M|z — y| dla wszystkich x,y € [a,b]). Wtedy istnieje

Poniewaz
|1'n+k - mn‘ <
<
wiec

‘xn-i-k - xn' < 1

dokladnie jeden taki punkt u € [a,b], ze u = Tu.

Uzasadnienie jest tatwe. Gdyby u = Tu # Tv = v, to otrzymamy sprzecznosé,
O<|u—v|=|Tu—Tv| < Mu—2v|<|u—0|
Zatem jesli punkt staly istnieje, to dokladnie jeden. Wezmy dowolne xq € [a, b]
i utwérzmy ciag , = Txp—1, n = 1,2,... Wowczas
[Tyt — x| = [T g — T™ao| < M|T"x0 — T" 20| <

< ... < M"Txg — 29| = 0, gdy n — oo.

Ttk — Tpakt1] [ Tngkt1 — Tota] + [Top1 — 2p| <
Tn+k — xn+k+1| + M|xn+k - xn| + |xn+1 - xn|a

1
_7M{|xn+k+1 - xn-i-kl + [ Tny1 — xn|} — 0, gdy n — oo,

a to oznacza, ze {x,} jest ciagiem Cauchy’ego i z,, — u € [a, b]. Warunek
T, =Tz, 1, n > 1, oraz ciggltosé¢ przeksztalcenia T zapewniaja, ze u = Tu.

Zastosowanie. Z warunku F,, = F,,_1 + F,,_o dla n > 2 mamy

Zaleznosé te mozemy zapisaé w postaci

Rozwigzanie zadania M 1639.
Zalézmy, ze funkcja f spelnia warunki
zadania. Niech P(z,y) oznacza
nieréwnosé f(z +y) +y < f(F(f (@)
‘Wybierzmy dowolnie z,y € R. Poniewaz
Pz, (f(2)) - @), wiee (f(2)) < a.
Podstawiajac w ostatniej nieréwnosci f(x)
zamiast x i uwzgledniajac P(x,y),
dostajemy f(z +y)+y < f(z) dla
dowolnych z,y € R. Podstawiajac y — =
zamiast y, dostajemy f(y) +y < f(z) + x.
Z dowolnosci x, y wnioskujemy, ze

f(y) +y = f(z) + z = a dla pewnego

a € R i wszystkich z,y € R, zatem musi
by¢ f(z) = a — z. Latwo sprawdzié, ze ta
funkcja faktycznie spelnia P(z,y) dla
wszystkich x,y € R.

Tz —Ty| =

do wartosci ¢ =

3
2

2
w przedziale [
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Lo Foy:
2]. Poniewaz y,, = =22

F, 1
=14
R
F,
xn:Txn_lzler ,gdziexn:F".
n—1 n—1

Zauwazmy, ze dla funkcji T : [%, 2] — [%, 2} danej wzorem Tx =1+ % mamy

1 ' 1

4 3
Y <ty sy mye [ 2]
yl  |zyl 9

27

Zatem z twierdzenia Banacha ciag yo = %, Yn = TYn—1, n = 1 jest zbiezny

1*‘/5, ktéra jest pierwiastkiem rownania z =1+ %

; Fy
Fopar 1 > 1, wige 2= = ¢, gdy n — oo.

Opisana metoda (gdy trafnie dobierzemy zakres dzialania odpowiedniego
przeksztalcenia T') jest skuteczna w badaniu granicznych zachowan takich
ilorazéw réwniez dla innych przedstawicieli z rodziny ciagéw Fibonacciego.

Dobre bajki nigdy sie nie koiicza. . .
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