ani alergicznie, warto wzig¢ ten numer Delty i pouczy¢ sie razem. W koncu
matematyka lepiej smakuje w grupie.

Algorytm. Te kilka rzedéw, ktére opisaliémy jako prébke do nauki $ciegdw,
nie tworzy jeszcze plaszczyzny hiperbolicznej. Uwazny Czytelnik dostrzeze, ze
przy starannym przerabianiu kazdego oczka i pamietaniu o dodaniu jednego
na koricu rzedu tworzy nam sie zwykly, euklidesowy prostokat. Dlatego teraz,
po przerobieniu bazowego tancuszka, zwiekszajmy liczbe polstupkdéw co n.
Przyjmijmy, ze nasze n bedzie réwne 5. Zacznijmy od matego lancuszka,

np. 20 oczek (+oczko na potrzeby przejscia do nowego rzedu). Zrébmy
standardowe 4 pélstupki, wbijajac sie w kolejne oczka. Piaty pdélstupek zrobmy,
wbijajac si¢ w te sama petelke, co czwarty. Powtarzajmy te dwa kroki do konca
rzedu. Oznacza to, ze co piaty potstupek bedzie robiony ,,do tytu” robétki.

Na koniec rzedu dodajmy jedno oczko i odwréémy robotke. W poczatkowym
tancuszku mieliémy 20 oczek, po pierwszym rzedzie jest ich juz 26. Procedure
powtarzamy w kolejnych rzedach. Gdy znudzi nam sie robétka, mozemy obcigé
nitke, przeciagnac ja przez lezaca na szydelku petelke i zacisnac, zeby zakonczy¢.

(c) (

1o . . . Lo B
Rys. 2 Pélstupek Czemu to dziata? W kazdym rzedzie dodajemy coraz wigcej oczek — zasada

jest zblizona do opisanej wczesniej konstrukcji papierowej. Bierzemy konstrukcje
plaszczyzny euklidesowej i dodajemy element (tam — bok czarnej figury,

tu — pélstupek) tak, by twér nie miescil sie na plaszczyznie i musial sie
zakrzywi¢; element ten dodajemy w regularny sposéb, dzieki czemu otrzymujemy
powierzchnie o statej krzywiznie. Stosunek liczby oczek pomiedzy rzedami
pozostaje zawsze ten sam: n do n + 1. Po kilku(nastu) rzedach, w zaleznosci od
wybranego n, nasza robétka przestaje sic wygodnie miesci¢ w tréjwymiarowym,
euklidesowym $wiecie. Dodawanie oczek to réwniez powdd, dla ktérego
szydetko jest wygodniejsze od drutéw. Przy korzystaniu z drutéw, robétka musi
zawsze na jednym z nich sie opieraé¢, co stanowi problem przy wyktadniczym

Czy mozna rozprostowadé jeden rzad Zwigkszaniu SIQ hCZby oczek.
naszej konstrukcji? Latwo sprawdzié, ze
nie mozna, i nic dziwnego — z punktu Co dalej? Teraz na réznych probkach (zeby zachowaé stala krzywizne!)

widzenia geometrii hiperbolicznej rzedy . , 6 iak h . . 1 iek 1
nie sa prostymi (sg raczej przyblizeniami mozemy WypI'ObOW&C, Jax zachowuje s1¢ piaszCzyzna, gdy ZW1eKSzZamy ub

zipcrbzlliczr)lcio ksztc“ldtjg awanego zmniejszamy n. Ciekawym rozszerzeniem jest réwniez zrobienie pseudosfery:
orocyklem). By znalezé prosta, . , . . . . .
chwytamy nasz model w AR miejscach W tym celu po zrobieniu poczatkowego laificuszka, wktujmy si¢ w najdalej lezace
i rolfcia:gamg, ZnadeJ‘C?C w ten Slgoséb oczko (pierwsze, ktore zrobiliSmy) i po narzuceniu nitki, przeciagamy ja przez
najkrétsza droge miedzy nimi. Po . . . . ,
Skgnstmoivanif@duifgoytréjk@ta 2 trzech  Obie petelki lezace na szydetku — stworzymy kéleczko. Jedno oczko tancuszka na
prostych mozemy zaobserwowad, ze jego  odwrdcenie robotki i teraz spiralnie kontynuujemy algorytm, pamietajac, by co

suma katéw jest mniejsza niz 180 stopni. , ., s 1.
N n-ty pétstupek robié¢ ,,do tytu” robétki.

Problem 153. z Ksiegi Szkockiej
*Instytut Matematyczny, Polska WZ@S%CL”LU ZELA ZKO *

Akademia Nauk
Tytulowy problem, postawiony przez Stanistawa Mazura 6 listopada 1936 roku,

brzmi:

Czy dla kazdej funkcji ciaglej f(x,y) okre$lonej w kwadracie 0 < z,y < 1
i dowolnej liczby dodatniej € istnieja takie punkty kwadratu (z1,v1),. .., (Tn, Yn)
oraz liczby ¢, ..., ¢y, ze dla wszystkich punktéw (z,y) tego kwadratu

n

‘f(fla y) = cif (@,y:) f(zi,y)| <e.

i=1
Problem nie wyglada szczegélnie interesujaco, ale Mazur wiedzial, ze ma on
zwiazek z waznym woéwczas pytaniem: czy kaZda osrodkowa przestrzen Banacha
ma baze Schaudera. Baza Schaudera (x;)$° przestrzeni Banacha X to taki
ciag jej punktéw, ze dowolny element x tej przestrzeni daje sie przedstawié
w postaci z = Y |° fi(x)z;, przy czym wspolezynniki f;(z) sa funkcjonalami
ciagltymi. Okazalo sie p6ézniej (udowodnit to wielki matematyk francuski
Alexander Grothendieck), ze problem Mazura jest réwnowazny z problemem
aproksymacji dla przestrzeni Banacha X: czy kaZdy liniowy operator zwarty
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Zdjecie mozna znalezé w ksiazce
Kazimierza Kuratowskiego ,,P6t wieku
matematyki polskiej 1920-1970” wydanej
przez Ksigzke i Wiedze w 1973 roku

Per Enflo goscil w Krakowie na poczatku
wrzesnia 2019 roku, podczas
Jubileuszowego Zjazdu Matematykow
Polskich z okazji 100-lecia powstania
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Uczestnicy Zjazdu mieli mozliwo$é
wysluchania koncertu fortepianowego
Pera Enflo 6 wrze$nia w Kinie Kijéw.

N

z dowolnej przestrzeni Banacha do X daje sie aproksymowac w normie

przez operatory skoriczenie wymiarowe? Jest tak, jesli przestrzenn X ma baze
Schaudera. Za rozwigzanie tego problemu Stanistaw Mazur obiecal ufundowaé
nagrode w postaci zywej gesi. Rozwiazal go po wielu latach Per Enflo w pracy
opublikowanej w roku 1973. Odpowiedz byla negatywna: Enflo skonstruowal
przestrzen bez wlasnosci aproksymacji, a tym samym bez bazy Schaudera.
Wynik ten wywolal sensacje; gdy bylo juz pewne, ze jest poprawny, Enflo zostal
zaproszony do Warszawy po odbiér nagrody.

Prezydent Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley, gdzie Enflo wéwczas
pracowal, ofiarowal mu bilet na przelot. Poniewaz wydarzenie mialo miejsce

w grudniu 1972 roku, na kilka dni przed Bozym Narodzeniem, szczesliwy
matematyk przy okazji mégt odwiedzi¢ rodzine w Szwecji. Stawetna ges$ zakupila
i umiedcita w koszyku dr Anna Warzecha. Enflo otrzymal ja w prywatnym
mieszkaniu Mazura (nie bylem przy tym obecny). Stynne zdjecie Mazura, Enflo
i gesi zrobil wtedy Wiestaw Szlenk. Tego dnia go$¢ wyglosil wyklad podczas
zebrania Towarzystwa Matematycznego w Palacu Kultury i Nauki (Mazur nie
byt obecny na tym wykladzie). Reporter TVP (niejaki ,Wicherek”) nagrywatl
tylko poczatek sesji, wiec gdy ges byla juz w piecu, mozna ja byto zobaczyé
zywa w wieczornych wiadomogéciach telewizyjnych.

Po wykladzie powstal naturalny problem, co zrobi¢ z gesia. Enflo nastepnego
dnia mial lecie¢ do Sztokholmu i nie mégt zabraé jej w zadnej postaci. Problem
rozwiazala moja zona Hania. Obiecala upiec ge$ pod warunkiem, ze ktos ja
zabije i oskubie. Egzekucji dokonal Przemek Wojtaszczyk, obecnie profesor,

a wtedy doktorant Aleksandra Pelczynskiego, ktory polecit mu to uczynié.

7 podobnych powodéw ges zostala oskubana i oczyszczona przez moja
doktorantke Ewe Ligocka (obecnie emerytowana profesor UW i laureatke
nagrody Bergmana w USA). Piéra lataly po calym domu. Upieczona ges$ zostala
podana okoto trzeciej nad ranem. Przedtem goécie dostali co$ do jedzenia i picia,
a Enflo przez caly czas gral na pianinie. Byl i jest doskonalym pianista, miedzy
innymi zagral sonate E-dur Beethovena (opus 109). Powiedzial mi kiedy$, ze
dwukrotnie bral udzial w miedzynarodowych konkursach pianistycznych, i ze
pewnego razu zaproszono go na konferencje matematyczna, ale nie po to, aby
co$ powiedzial, ale po to, aby zagral. Bylo mu co prawda smutno, ale si¢ zgodzil.
Pamietam, ze kiedy$ podczas wizyty w Kent (Ohio, USA) bylem wraz z zona
zaproszony do Panstwa Enflo na kolacje. Na poczatku byl koncert: pani Enflo
zaspiewala arie z 208. kantaty Bacha (byla $piewaczka w operze w Cleveland),
a Per jej akompaniowal. Potem stuchaliémy Chopina, a w tym czasie pani
Enflo szykowala kolacje. Kilka dni pézniej byliSmy na publicznym koncercie, na
ktérym oboje wykonywali piesni Schuberta. Styszatem, ze Per nadal koncertuje,
czasami nawet z orkiestra.

Per Enflo mial takze swéj udzial w rozwiazaniu innego stynnego, i chyba
wazniejszego, problemu, mianowicie problemu podprzestrzeni niezmienniczej.
Bylo to pytanie, czy kazdy operator liniowy ciggly T przestrzeni Banacha X

w siebie ma wilasciwg podprzestrzen niezmienniczg, to znaczy taka podprzestrzen
domknieta Y przestrzeni X, ze T(Y) C Y. Per pokazal mi kiedy$ gruby
catkowicie zapisany brulion z konstrukcja kontrprzykladu. Zapamigtatem tylko,
ze na ktoérej$ stronie byt sformulowany lemat 68. (numer zmy$lony) z uwaga,
ze dowdd jest podobny do dowodu lematu 36. Praca byla oddana do druku,
ale nikt nie byl w stanie tego przeczytaé. Styszalem, ze zostata opublikowana
dopiero wtedy, gdy na ten sam temat ukazala sie praca Charlesa Reada ze
znacznie prostsza konstrukcja, mieszczaca sie na kilkunastu stronach. Swoja
droga Charles Read byl takze nieztym pianista. Zagral u mnie w domu sonate
h-moll Liszta na tym samym pianinie, na ktérym gral Enflo. Pianino jest

wiec mocno zwiazane z problemem podprzestrzeni niezmienniczej. Pisze duzo
o muzyce ze wzgledu na pewng klasyfikacje matematykéw: na takich, ktérzy
chodza po goérach, graja w szachy lub stuchaja muzyki. Istnieja co prawda
wybitni matematycy nie podlegajacy tej klasyfikacji, ale jest ich stosunkowo
niewielu.
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