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Notacja ¢,_1Cn_2Cn—_3 . ..C1Co OzZnacza
n-cyfrowg liczbe N o cyfrach

c; € {0,1,...,9}. Najmniej znaczaca
cyfrg liczby N jest co, a najbardziej
ZNAaczacy Cn_1.-

Dowdéd poprawnosci metody kolejnych
tréjek mozna znalezé m.in. w ksiazce
Waclawa Sierpinskiego ,, Teoria Liczb”,
t. 1. Zauwazmy, ze rozumowanie

w dowodzie dziala réwniez dla
podzielnosci przez 11 oraz 13, gdyz
1001 =7-11-13.

Algorytmy podzielnosSci przez 7
tukasz GRZADKO*

Zapewne kazdy Czytelnik Delty wie, jak sprawdzié¢, czy nawet duza liczba
jest podzielna przez 3, czy przez 8. Metody tego typu wprowadzane sg juz

w mlodszych klasach szkoly podstawowej, dzieki czemu sg powszechnie znane.
Jednak tytulowy problem podzielnoéci akurat przez 7 jest w typowym kursie
szkolnym pomijany. W niniejszym artykule postanowiliSmy wiec te luke
uzupetnié i przedstawi¢ przeglad réznych metod na sprawdzenie podzielnosci
przez 7.

A wiec do dziela:
Metoda: pomndéz przez 2 i odejmij

Pojedynczy krok algorytmu jest nastepujacy: jesli liczba N jest co najmniej
trzycyfrowa, to zastepujemy (,,nadpisujemy”) ja liczba:

10
Gdy zmienna N stanie sie dwucyfrowa, to po prostu sprawdzamy jej podzielnosé
przez 7 wprost. Pozostawiamy Czytelnikom udowodnienie poprawnosci tej
metody. Od strony zlozonoéci algorytmicznej — dostajemy liniowy koszt zaréwno
czasowy, jak i pamieciowy.

{NJ — 2. (Nmod10).

Metoda kolejnych tréjek

Skorzystamy tutaj z kongruencji 1000 = —1 (mod 7).

Przyjmujemy, ze liczba cyfr liczby N jest podzielna przez 3, w przeciwnym razie
najbardziej znaczace miejsca mozemy uzupetni¢ zerami.

Mozemy zatem zapisaé N jako 2?2/3—1 C3i12C3i11C3: - 1000%. Stad, i z powyzszej
kongruencji, mamy N = Z?:/g_l C3i12C3i1163; - (—1)%. Metoda sprawdzenia
podzielnosci sprowadza si¢ wiec do arytmetyki liczb trzycyfrowych. Dla

przykladu liczba 5242636 881 jest podzielna przez 7, bo 5 — 242 + 636 — 881
jest podzielna przez 7.

Metoda potegowania trdéjki
Kolejny sposéb bazuje na ponizszej obserwacji:

Niech
n—1

(+) R=) ¢ 3"
i=0

Woéwcezas N jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy R jest podzielna
przez 7.

Powyzsze stwierdzenie wynika wprost z faktu, ze dla kazdego catkowitego i > 0,
3" = 10° (mod 7).

Potegowanie jest dos¢ czasochlonne, ale poniewaz interesuje nas tylko reszta
z dzielenia, wiec mozemy odpowiednie potegi 3 zastapi¢ odpowiednim wynikiem
modulo 7:

3°=1(mod7), 3'=3(mod7), 3%=2(modT7),
3*=4(mod7), 3°=5(mod7), 3°%=1(mod7),
(Kolejne reszty pojawiaja sie cyklicznie w cyklu dtugosci 6.)

3% =6 (mod 7),

Mozemy zatem zapamigtaé permutacje (1,3,2,6,4,5) i podstawiaé¢ cyklicznie jej
elementy w miejsce kolejnego mnoznika 3! we wzorze (*), i na konicu sprawdzié,
czy otrzymana liczba dzieli sie przez 7. Co ciekawe, kazde przesuniecie cyklu

réwniez poprawnie rozstrzygnie podzielnosé przez 7, tj. mozemy mnozy¢ kolejne
cyfry przez np. (3,2,6,4,5,1) czy (2,6,4,5,1,3). Ta wazna wlasno$é — ktéra bedzie
kluczowa réwniez w rozumowaniu pod koniec tego tekstu — wynika z tego, ze dla
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Metodg z cyklem (1,—2,4,—1,2,—4)

da si¢ wyprowadzié¢ bezposrednio, tym
razem analizujac kolejne potegi 5
(réwnowaznie: (—2)), ale rosnace
odwrotnie niz w klasycznym algorytmie —
to znaczy od najbardziej znaczacej, a nie
od najmniej znaczacej cyfry. Taka zreszta
byla geneza powstania oraz analizy tej
metody przeprowadzona przez autora
tekstu — Czytelnik Zaciekawiony moze
sprébowaé odtworzy¢ to rozumowanie
samodzielnie.

7 e o o e e o e
6 e o o o o o o
5 . . . . . . .
4 e e e e e e e
3 e e o o o o o
2 e o o o o o o
1 e o o o o o e

Czytelnik Purysta zapewne dostrzeze, ze
okreslenie ,losujemy liczbe a z przedziatu
[0, 00)” nie jest precyzyjne, gdyz nie
podajemy rozktadu, z jakim to losowanie
przebiega. Jednakze w tym miejscu nie
prowadzi to do niejednoznacznosci,
poniewaz dla kazdego rozkladu cigglego
zadanego na przedziale miara kazdego
jego podzbioru przeliczalnego i tak zawsze
wynosi 0.

dowolnego naturalnego k liczba 3% - R jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy R jest podzielna przez 7, poniewaz liczby 3 oraz 7 sa wzglednie pierwsze.

Mamy zatem 6 réznych permutacji, ktére mozna zastosowaé réwnowaznie

w algorytmie. Dla przykladu, zeby sprawdzié, czy liczba 12345678 jest

podzielna przez 7, mozemy sprawdzi¢ sume (wybralidmy cykl (3,2,6,4,5,1)):
3:84+2-746-64+4-54+5-4+1-3+3-242-1=125;

nastepnie 3-5+2-246-1 = 25. Ostatnia suma nie jest podzielna przez 7,

zatem wyjsciowa liczba tez nie jest podzielna przez 7. Natomiast 12 345683 jest

podzielna przez 7, gdyz odpowiednia suma cyfr po analogicznym podstawieniu

wynosi 112, a ta jest podzielna przez 7.

Zauwazmy tez, ze permutacje (1,3,2,6,4,5) mozemy zapisa¢ réwnowaznie jako
(1,3,2,—-1,—3,—2), co istotnie moze ulatwi¢ zapamietanie metody (de facto
pamietamy cykl tylko trzech liczb i pilnujemy zmiany znaku po kazdym obrocie).

Jesli metode implementujemy na komputerze i chcemy naprawde efektywnie to
zrobié, jeszcze lepiej zapisaé cykl jako (1,—4,2,—1,4,—2), gdyz mnozenie przez
male potegi 2 jest dla komputera wyjatkowo naturalne (ten i nastepny wariant
algorytmu nie byl znany autorowi tekstu wezesniej).

Zauwazmy, ze powyzsza metoda moze dziala¢ w stalej pamieci, jesli liczba jest
podawana na wejsciu ,strumieniowo” (cyfra po cyfrze) od najmniej znaczacej
cyfry.

A co, gdy liczba jest podawana na wejsciu od cyfry najbardziej znaczacej?

Tutaj tez poradzimy sobie w stalej pamieci. Wystarczy tylko pewien cykl
odwrécié¢ (np. przyjaé (1,—2,4,—1,2,—4)) oraz postepowaé dalej podobnie
jak w klasycznym algorytmie — latwo sprawdzié, ze wowczas obliczymy te
sama sume, co w standardowej procedurze (choé, co ciekawe: dla pewnego —
nieznanego z géry — sposrdd szesciu poprawnych cykli)!

Widocznos$é w nieskonczonym lesie

Stoimy u progu nieskoriczenie milowego, nad wyraz uporzadkowanego

lasu. Najlepszym miejscem na uporzadkowany las jest oczywiscie uktad
wspolrzednych. Pnie drzew, ktére sa odcinkami, umieszczone sa w punktach

o wspdlrzednych calkowitych nieujemnych. Nasz wzrok z punktu (0,0), w ktérym
drzewa nie ma, przyglada sie temu zjawisku (patrz rysunek). Taki las ciagnie sie
nieskonczenie daleko. . .

Kiedy patrzymy na drzewo (1, 1), to zastania ono wszystkie inne drzewa

o wspdélrzednych (k, k) (dla dowolnego k € N). Podobnie drzewo (1,2) zaslania
wszystkie drzewa o wspoélrzednych (k, 2k), a drzewo (7,5) wszystkie drzewa

o wspdlrzednych (7k, 5k).

Czy mozliwe jest, aby z punktu (0,0) spojrzeé na wskros tego lasu, tak aby nie

zobaczy¢ absolutnie zadnego drzewa?

Zauwazmy, ze spogladajac na drzewo (k,1), patrzymy wzdluz prostej y = %x Oznacza to, ze

spogladajac na dowolne drzewo, bedziemy zawsze patrze¢ wzdluz prostej, ktérej wspdlczynnik

kierunkowy jest liczba wymierna. Aby nie mieé na linii wzroku zadnego drzewa, wystarczy
spojrze¢ w strone punktu, ktérego doktadnie jedna wspélrzedna jest liczba niewymierng.

Losujemy liczbe a z przedzialu [0, 00). Jaka jest szansa, ze patrzac wzdluz prostej
y = ax, zobaczymy drzewo?

Pytanie sprowadza si¢ do zbadania, jaka cze¢$é liczb rzeczywistych z przedzialu [0, co) stanowia
liczby wymierne. Co z kolei prowadzi do stwierdzenia, ze szansa na zobaczenie drzewa

wynosi 0. Czytelnikom Niedowierzajacym i tym, ktérzy dopiero rozpoczynaja znajomosé
z przeliczalnoscig, zbioréw, polecamy artykut Joanny Jaszunskiej w AZ&
K.L.
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