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Celem tego artykulu jest wykazanie prawdziwoéci nieréwnosci 20 < sin 6 + tg 6
dla dowolnego kata ostrego 6. Podana nier6wnos¢ mozna tatwo udowodnic¢,
uzywajac rachunku rézniczkowego. Mozna jednak zadaé¢ pytanie: czy da sie tego
uniknaé, czy mozna ja wykazaé krocej, uzywajac przy tym jedynie elementarnej
geometrii. Okazuje sie, ze tak.

Rozwazmy okrag jednostkowy o srodku w poczatku O uktadu wspolrzednych

i ustalmy dowolny kat 0 < 6 < 7. Niech B = (1,0) i obierzmy taki punkt A
lezacy na okregu jednostkowym w pierwszej ¢wiartce, ze |[¥AOB| = 6; na
polprostej OA tak obierzmy za$ punkt A’, aby tréjkat AA’OB byl prostokatny,
o kacie prostym xOBA’. Zostalo to przedstawione na rysunku 1.

Fatwo mozna dostrzec, ze
pole tréjkata AOB < pole wycinka kolowego AOB < pole tréjkata A'OB.
Obliczmy teraz kolejno pola wymienionych figur. Po pierwsze zachodzi
sin 0
2

Znany jest takze wzor na pole wycinka kotowego o danej rozwartosci, ktory
moéwi, iz

pole tréjkata AOB = %\AOHOB\ sin xAOB =

0
pole wycinka kotowego AOB = 3

|BA'| _

W —tgG, to

Poniewaz zachodzi réwnosé |BA'| =

1 tg 6
pole tréjkata A'OB = §\OBHBA'| = gT
Otrzymalismy w ten sposéb geometryczny dowdd zwiazku miedzy wartosciami

funkcji trygonometrycznych kata ostrego a jego miara.

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 3 zachodzi nieréwnos¢
sinf < 0 < tgh.

Wykorzystane w dowodzie powyzszego twierdzenia geometryczne konstrukcje
przydadza sie nam do wykazania podanej we wstepie nieréwnosci. Poprowadzmy
styczna w punkcie A do okregu, przecinajaca odcinek BA’ w punkcie P (rys. 2).

Z twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu wiemy, iz |AP| = |BP].
Odcinek PA’ jest przeciwprostokatng tréjkata AAPA’, odcinek AP jest za$
jego przyprostokatna, zatem |AP| < |PA’|. Z powyzszych wlasnosci wynika, ze
|BP| < |PA’|.

Rozwazmy teraz trojkaty APA’" i BPA. Maja one t¢ sama wysoko$¢ opuszczong
na prostg BA’, skoro za$ podstawa tego pierwszego jest dluzsza od podstawy
drugiego, to

pole tréjkata BPA < pole tréjkata APA’.

Wiemy juz, polami czego sa wielko$ci S”Q‘g, g, %. Spéjrzmy wiec na rysunek 3,
na ktérym na szaro zaznaczono figure o polu g — 5“219, kolorem zas$ figure o polu
tg6 0

2 2"

Latwo zauwazy¢, ze

0 in 6 tgf 0
MY« pole tréjkata BPA < pole tréjkata APA’ < % — 5

2
Udowodnili$my tym samym nastepujaca zaleznosé.

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 7 zachodzi nier6wnos¢
260 < sinf + tgh.

18



	O nierównosci miedzy srednia arytmetyczna sinusa i tangensa kata ostrego a jego miara

