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Zadania z matematyki nr 797, 798

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2020

797. W tréjkacie ABC wysokosé poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugosé h.
Punkty M i N to (odpowiednio) $rodki bokéw AC i BC. Okrag przechodzacy
przez punkty B i N, styczny do prostej BM, przecina prosta AB ponownie

w punkcie P. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A, dla ktérej (przy kazdej takiej

konfiguracji) odcinek AP ma dlugo$é nie mniejsza niz Ah.

798. W nieograniczonym trojkatnym diagramie
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w goérnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej kazdy element jest suma
A trzech liczb znajdujacych sie¢ nad nim w poprzednim wierszu (\, |, /). Wiersze

’ sg numerowane od zera; zatem w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
D (a) Wykazaé, ze w kazdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakas liczba
. E parzysta.

nieparzyste.

(b) Wyznaczyé¢ numery tych wierszy, w ktorych sa dokladnie trzy liczby

Zadanie 798 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktora przystal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2019

Przypominamy tresé zadan:

789. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie
f(f(:l:) + g) =4yf(x) + f(.’l;2 —y) dla =z,y €R.

790. Na bokach AB, AC tréjkata ostrokatnego ABC, po jego zewnetrznej stronie, zbudowano
tréjkaty prostokatne rownoramienne ABD, ACE z katami prostymi przy wierzchotkach D, E.
Odcinki CD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N sg $rodkami odcinkéw BC i DE.
Udowodni¢, ze kazda z prostych M N, AP jest prostopadta do prostej DE.

789. Podstawmy, kolejno, y = —f(z) oraz y = x?;
otrzymujemy réwnania

f(0) = —4f(@)* + f(2* + f(2))
F(f(z) + %) = 42 f(z) + f(0),

ktore po dodaniu stronami i redukcji daja zwiazek
f(@)(f(z) —2?) = 0. Zatem dla kazdej liczby x € R
ma miejsce alternatywa: f(x) =0 lub f(x) = 2%. Stad,
w szczeg6lnosci, f(0) = 0.

oraz

Jedli z = 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f,

to f(x) = 2% dla wszystkich z. Latwo sprawdzié, ze ta
funkcja spelnia zadane réwnanie. Pozostaje przypadek,
gdy f ma jeszcze jakies miejsce zerowe a # 0. Wykazemy,
ze wowczas f jest tozsamo$ciowo réwna zeru.

Przypusémy, ze f(b) # 0 dla pewnego b. Biorac

w zadanym réwnaniu z = a, y = b, dostajemy

f(b) = f(a® — b); ta liczba nie jest zerem, wiec

z wezedniejszej alternatywy wynika, ze wynosi ona
jednoczesnie b? oraz (a? — b)2. Przyréwnanie tych
wartoéci daje réwnosé 2b = a?. To liczba dodatnia;
stad f = 0 w przedziale (—oo, 0]. WeZmy teraz dowolna
liczbe ¢ > 0 i w wyjSciowym réwnaniu podstawmy
y=c, x = —+/c (juz wiemy, ze f(—y/c)=10). Wychodzi
f(e) = 0. Tak wiec f =0 takze w przedziale (0, 00).
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Whiosek (odpowiedz): jedynymi funkcjami spelniajacymi
podane réwnanie sa: f(z) = 0 (dla wszystkich x) oraz
f(x) = 22 (dla wszystkich z).

790. Niech punkty J, K, L beda rzutami prostokatnymi
punktéw A, B, C na prosta DE. Trojkat prostokatny
AJD jest przystajacy do tréjkata DK B; analogicznie,
trojkat AJE przystaje do ELC. Zatem |JD| = |K B,
|JE| = |LC|, |AJ| = |DK| = |EL|. Z ostatniej réwnosci
wynika, ze srodek N odcinka DF jest tez $rodkiem
odcinka KL, i wobec tego MN 1 DF.

Prosta AJ przecina odcinki CD i BE w punktach, ktére
nazwiemy odpowiednio X i Y. Z proporcji
|lJX| |LC|  |JE| |JY| |KB| |JD|
|DJ|  |DL| |DL| |EJ|  |EK| |EK]|
wyznaczamy

|JD| - |JE|
DL

Skoro za$ |DK| = |FL|, zatem |DL| = |EK]|, i w takim
razie |JX| = |JY|. To oznacza, z2e X =Y = P,

a prosta AP to prosta AJ, prostopadia (z definicji)

do DE.

|JD| - |JE|
[EK|

|JX| = oraz |JY| =
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Zadania z fizyki nr 694, 695
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

694. Statek napedzany jest za pomoca silnika — ,miotacza wody”, ktéry
wyrzuca z rufy strumien wody z predkoscig u. Masa wody pobieranej z rzeki

i wyrzucanej w jednostce czasu wynosi pu. Przy jakiej predkosci statku sprawnoscé
silnika jest maksymalna? Sile tarcia i opér wody nalezy zaniedbaé.

695. Rysunek 1 przedstawia przekrdj tozyska kulkowego. Promienie pierscieni
zewnetrznego i wewnetrznego wynosza odpowiednio R; i R, a ich predkosci
katowe wj i we. Opisa¢ ruch jednej z kulek, jezeli nie wystepuje poslizg miedzy
pierscieniami i kulkami.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2019

Przypominamy tresé zadan:

686. Dwie male kulki o masach m, polaczone niewazkim prgtem o dlugosci [, spoczywaja na gtadkim
stole. W odlegtoéci « od jednej z kulek znajduje si¢ wbity w powierzchni¢ stolu kotek. W chwili
poczatkowej odleglo$é miedzy pretem a kotkiem jest bardzo mata (rys. 2). Kulka potozona blizej
kotka zostala uderzona w kierunku réwnoleglym do powierzchni stotu i prostopadlym do preta

i w bardzo krétkim czasie uzyskala predkosé v. Nastepnie pret zderzyl sie sprezyscie z kotkiem. Jaka
powinna by¢ odleglo$¢ =, aby po zderzeniu pret nie obracal sig?

687. Znalezé promien najwiekszej kropli wody, ktéra moze wyparowad, nie pobierajac ciepta
z otoczenia. Cieplo parowania wody wynosi ¢ = 2,26 - 10° J/kg, wspélczynnik napiecia
powierzchniowego wody o = 7,2 - 1072 J/mz. Zakladamy, ze temperatura kropli nie zmienia sie.

686. Po uderzeniu kulki ruch postepowy uktadu z predkoscia V' opisuje
réwnanie FFAt = 2mV, gdzie F jest srednia sila dzialajaca na kulke w czasie
zderzenia At. Roéwnanie ruchu obrotowego uktadu z predkoscia katowa w wokol
srodka masy ma postaé FI/2At = 2m (1/2)* w, stad V = wl/2. Ruch kulki, ktére]
nadano predkosé v, jest ztozeniem ruchu postepowego i obrotowego, zatem
v=V+wl/2=w,V =v/2. Predko$¢ drugiej kulki wynosi vo =V — wl/2 = 0.
Po zderzeniu sprezystym z kotkiem ruch ukladu jest ruchem czysto postepowym,
zasada zachowania energii ma wiec postaé mv?/2 = 2mV2/2 | gdzie V, = v/v/2
jest predkoscia uktadu po zderzeniu. Oznaczajac przez F; $rednig site dziatajaca
na pret w czasie Aty podczas zderzenia z kotkiem, mozemy napisaé¢ réwnanie
ruchu postepowego: F1At; =2m |V, —V |=2m (V, + V) oraz réwnanie ruchu
obrotowego: F1 Aty (1/2 — x) = 2m (1/2)* w. Rozwiazujac powyisze réwnania,
otrzymujemy szukana odlegtosé
z=1(2-2)/2.

687. Przy zalozeniu, ze temperatura kropli, a tym samym jej energia
wewnetrzna, nie zmienia sie, energia potrzebna do parowania moze pochodzié
tylko z energii powierzchniowej. Rozwazmy sytuacje, gdy promien kropli maleje
o malg wielko$é AR. Objetoéé kropli maleje wtedy o AV = 47R?AR, a masa
wyparowane] przy tym wody jest rowna m = pAV | gdzie p jest gestoscia wody.
Cieplo potrzebne do wyparowania masy m wody wynosi Q = Lm = 4mpR?AR.
Pole powierzchni kropli maleje o AS = 47 R? — 47 (R — AR)2 >~ 8Tt RAR. Energia
powierzchniowa maleje przy tym o AW = ¢ AS. Z bilansu energetycznego
Q = AW otrzymujemy

R =20/ (pL) = 10® cm.
Otrzymalismy, ze szukany promien jest rzedu odlegtosci miedzyczasteczkowych,
zatem zadna kropla wody nie moze wyparowac, nie pochtaniajac ciepla
Z 7zewnatrz.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez pocztg elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegbélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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