Czy 7 jest normalna?
tukasz RAJKOWSKI

By¢ moze nie wypada zadawaé tytutowego pytania w numerze marcowym,
gdyz w tym miesiacu obchodzone jest wspaniale $wieto tej najwiekszej bodaj
celebrytki posréd liczb rzeczywistych, jednak Delta nie pozwoli zakneblowaé
sobie ust poprawnoécia polityczna. Tym bardziej, ze w Internecie roi sie od
plotek i poglosek na ten temat. Zamieszanie rozpoczelo sie od utworzonego
w dobrej wierze memu (zamieszczony ponizej), ktérego autor w poetycki
sposob opisywat rzekoma, mistyczna wlasno$é m — jej rozwiniecie dziesietne
mialoby skrywaé wszelkie tajemnice tego $wiata i odpowiedzi na wszystkie
fundamentalne dla ludzkosci pytania.

Pi is an infinite, nonrepeating decimal - meaning that
every possible number combination exists somewhere in
pi. Converted into ASCI| text, somewhere in that infinite
string of digits is the name of every person you will ever
love, the date, time, and manner of your death, and the
answers to all the great questions of the universe.
Converted into a bitmap, somewhere in that infinite string
of digits is a pixel-perfect representation of the first thing
you saw on this earth, the last thing you will see before
your life leaves you, and all the moments, momentous and
mundane, that will occur between those two points.

All information that has ever existed or will ever exist, the
DNA of every being in the universe.

EVERYTHING:
all contained in the ratio of a
circumference and a diameter.

Mem w wolnym tlumaczeniu (redakcja odcina sie od
zawartych tu stwierdzen): Pi jest liczbg o nieskoriczonym

7 nieokresowym rozwinieciu dziesietnym — co oznacza,

ze dowolna kombinacja cyfr pojawi sie gdzies w tym
rozwinieciu. Jesli potraktowaé jg jako kod ASCII pewnego
tekstu, gdzies w tym nieskoriczonym ciggu znajdg sie
imiona wszystkich osob, ktore kiedykolwiek pokochasz, czas
i okolicznosci twojej smierci oraz odpowiedzi na wszystkie
wielkie zagadki Wszechswiata. Po przeksztalceniu w bitmape,
gdzie$ w tym rozwinieciu pojawi sie pierwsze, co ukazalo
ste twoim oczom przy przyjsciu na Swiat, i ostatnie co
ujrzysz, z tego swiata odchodzqc, a takze wszystkie momenty,
wzniosle i przyziemne, ktére nastgpiq pomiedzy. Cala
informacja, istniejgca i ta, ktéra jeszcze powstanie, a takze
DNA kazdej zyjacej istoty. WSZYSTKO zawarte w stosunku
obwodu do $rednicy.

Sama 7 nie potwierdzila ani nie zaprzeczyla tej
pogtosce, twierdzac, ze pytania o nature jej rozwiniecia
dziesietnego godza w jej prywatno$é. O komentarz

w tej sprawie poprosiliSmy zaprzyjaznionego z redakcja
eksperta, prof. dra hab. inz. Piotra Pipinskiego.

LR: Zapytam bez ogridek: co Twoim zdaniem w skrywa
w teczkach swojego rozwiniecia dziesietnego? Co na ten
temat mowi nauka?

PiPi: Pogloski, jakoby w rozwinieciu dziesietnym
mozna byto odnalezé wszystko, pomimo wysitkow
uczonych, nie zostaly niestety zweryfikowane. Przez
,wszystko” rozumiemy dowolna skoriczona kombinacje
cyfr. Na przyklad wlasna date urodzenia — to akurat
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mozemy zrobié¢, zagladajac na strone internetowa
http://www.mypiday.com/l Albo tysiac zer, jedno

obok drugiego — takiego miejsca jednak nie potrafimy
wskazac i jednoczesnie nie potrafimy udowodnié, ze

na pewno istnieje. Nawet jednak gdyby$my potrafili
zweryfikowaé te plotki, to duzo bardziej interesujaca
jest dla nas kwestia bardziej szczegdétowa — chcielibysmy
bowiem dowiedzie¢ sie, czy 7 jest liczbg normalng.
Normalna, czyli majaca pewne wlasnosci losowej liczby
rzeczywistej.

LR: ,Losowej liczby rzeczywistej”? Co nalezy przez to
rozumiec i o jakiej wiasnosci mowa?

PiPi: Zastanéwmy sie, jak mogliby$my wylosowac liczbe
rzeczywista z przedzialu [0, 10). Najpierw losujemy cyfre
jednosci, kazda z jednakowym prawdopodobienstwem.
Nastepnie to samo robimy z kolejnymi cyframi po
przecinku: dziesietnych, potem setnych i tak dalej.
Zalézmy, ze byliSmy nieskonczenie cierpliwi i w ten
sposéb wygenerowalidémy wszystkie cyfry rozwinigcia
dziesietnego pewnej liczby X. Woéwczas czestotliwosé
wystepowania cyfry 1 w pierwszych 10, 100, 1000

(i tak dalej) cyfrach rozwiniecia dziesietnego X
praktycznie zawsze coraz lepiej przybliza %. Obowiazek
ten wynika ze specjalnej ustawy regulujacej gry
hazardowe, nazywanej Mocnym Prawem Wielkich
Liczb. Obejmuje ona wszystkie cyfry, nie tylko 1,

a takze dowolne skonczone kombinacje cyfr, z ta
modyfikacja, ze ustalony ciag cyfr dtugosci d ma sie
pojawia¢, méwiac potocznie, raz na 10% cyfr. W oschlym
jezyku matematycznego ustawodawstwa zalezno$é ta
brzmi:

dla kazdej kombinacji cyfr dlugosci d granica
podzielonej przez n liczby wystgpien tej kombinacji
wsrod pierwszych n cyfr rozwiniecia dziesietnego X
wynosi 107¢.

Wiasnie te ceche liczby X nazywamy normalnoscia,

a dokladniej: normalnoscig w podstawie 10, gdyz

w podobny sposéb mozna okresli¢ normalno$é w innych
podstawach — wystarczy patrzeé nie na rozwiniecia
dziesietne, a dwojkowe, trojkowe itp. Pojecie to ukut
Emile Borel — w 1909 roku wykazal, ze losowa liczba
rzeczywista jest na 100% absolutnie normalna, czyli
normalna w kazdej podstawie.


http://www.mypiday.com/

ER: Czyli jesli z zamknietymi oczami zaznaczylbym
na 0si liczbe rzeczywistq, to bylaby ona normalna, tak?
A czy mozna wskazaé konkretne przyklady?

PiPi: Jest to dos¢ zabawna kwestia, gdyz nie jest

tak tatwo wskaza¢ konkretny przyktad, choé prawie
kazda liczba rzeczywista jest normalna. Mozna
pokazaé, ze tzw. stala Champernowne’a, czyli
0,123456789101112. .., jest normalna w bazie 10.

Duzo trudniej uzasadnié, ze liczba 0,2357111317.. .,
powstata przez ,sklejenie” kolejnych liczb pierwszych,
jest normalna w podstawie 10. Udowodnili to dopiero
Arthur Copeland i Paul Erdés w 1946 roku. To nie
jedyna istotna zastuga Frdésa w badaniu normalnosci!
Wraz z Haroldem Davenportem w 1952 roku pokazali,
ze normalna w bazie 10 jest dowolna liczba postaci
0,w(Hw(2)w(3)..., gdzie w jest niestalym wielomianem,
ktory dla naturalnych argumentéw przyjmuje naturalne

wartosci, np. w(n) = n?.

LR: Krecimy sie caly czas wokol normalnosci

w podstawie 10. A co ze wspomniang przez Ciebie
absolutng normalnoscig? Czy tutaj znane sq jakies
przyklady?

PiPi: To jest bardzo dobre pytanie i odpowiedZ na

nie jest dos¢ niewygodna. Faktycznie, wspomniane
przeze mnie stale albo nie sq, albo nie wiadomo, czy sq
absolutnie normalne. Tutaj réwniez znane sa przyktady,
jednak ich konkretno$¢ moze wydawac sie niektorym
Czytelnikom dyskusyjna. Pierwsza ,,dobrze zdefiniowana”
liczbe absolutnie normalna podal nasz rodak, Waclaw
Sierpinski. Jego konstrukcja niestety nie nadaje sig

do publikacji w prasie codziennej. Dosé powiedzied,

ze wyznacza on pewna przeliczalng rodzine odcinkéw

o wymiernych koncach. Okazuje sie, ze odcinki te nie
pokrywaja calego przedziatu (0,1), a liczby, ktére

nie zostana pokryte, musza by¢ absolutnie normalne.
Opierajac sie na tej konstrukeji, Verénika Becher

i Santiago Figueira pokazali, jak wyznaczaé¢ kolejne
cyfry pewnej absolutnie normalnej liczby z dowolna
doktadnoscia. Oczywiscie nie ma najmniejszego

sensu wypisywacé ponizej pierwszych cyfr rozwiniecia
dziesietnego ich wyniku; normalnos¢ nie zalezy od tego,
jak liczba zaczyna, a od tego, jak konczy. Majac liczbe
normalna, mozemy po przecinku dopisaé¢ jej dowolny
cigg cyfr i nie przestanie ona by¢ normalna. Czyli
faktycznie liczy sie tylko to, ze mozemy przyblizy¢ te
absolutnie normalng liczbe z dowolng dokladnoscia, a nie
to, co dostajemy na poczatku.

LR: Robi sie strasznie abstrakcyjnie, powrocmy zatem
do konkretu. Czy zatem m jest normalna, czy nie jest?

PiPi: Tak jak juz wspominatem — nie wiadomo. Znamy
juz jednak bardzo wiele cyfr rozwiniecia dziesigtnego .
Ostatni rekord nalezy do Emmy Haruka Iwao, ktora
obliczyta m z dokladnoscia do ponad 3 - 10*® (a doktadnie
|7 - 103], co jest do$é¢ urokliwe) cyfr. To duzo — zwykly
plik tekstowy zawierajacy to rozwiniecie zajalby pewnie
ponad 1 TB = 103 GB, zatem nie zmiescitby sie pewnie na
komputerze wigkszosci Czytelnikow Delty. Na podstawie
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tej prébki nie stwierdzono zadnych odchylen 7 od
normalnoéci. Nawet wiecej: uzyskanego ciagu cyfr nie
da sie zadnymi statystycznymi metodami odréznié¢ od
losowego ciagu cyfr. OczywiScie, niezaleznie od tego,
jak wiele cyfr rozwiniecia dziesietnego m uzyskamy, nie
przybliza nas to do dowodu normalnosci — jest to jedynie
(bardzo mocna, ale jednak) sugestia. W tym momencie
warto wspomnie¢ o pewnej anegdotycznej historii. Otéz
w roku 1872 August de Morgan poczynil spostrzezenie,
ze w znanym éwczesnie rekordowo dtugim rozwinieciu 7
(608 cyfr), opublikowanym przez Williama Shanksa

w 1853 roku, wystepuje zaskakujaco niewiele si6demek.
Widaé to na ponizszej tabelce, prezentujacej liczbe
wystapien poszczegdlnych cyfr w rozwinieciu Shanksa.

0 1123|456 7]8]9
60 | 62 | 67 | 68 | 64 | 56 | 62 | 44 | 58 | 67

De Morgan poprawnie ocenil prawdopodobienstwo

tak istotnego odstepstwa cyfry 7 od ,,przecietnosci”

— na ok. 2%, co uznal za pewng osobliwo$é. Nalezy

tu poczynié statystyczna dygresje i zaznaczy¢,

ze tak naprawde powinien byl on zastanowié sie

nad prawdopodobienstwem takiego odstepstwa

u ,najbardziej odstepujacej” cyfry; mierzona w ten
sposéb ,niezwyklo$¢” rozwiniecia Shanksa wynositaby
juz tylko ok. 20%. Tak czy inaczej, de Morgan nie
traktowal swojej obserwacji jako zarzut wobec obliczen
Shanksa (przynajmniej nie sformulowal tego zarzutu

na pismie), a raczej jako ciekawostke, uszczypliwie
komentujac, ze niezwykloéé¢ sibdemki w tym wzgledzie
moze by¢ woda na mlyn wszelkiego rodzaju mistykéw
(zwlaszcza ze najczestsza z wystepujacych w rozwinieciu
jest inna magiczna liczba, czyli 3). Dopiero w latach
czterdziestych XX wieku D. F. Ferguson wskazat na btad
w obliczeniach Shanksa. Pomylka pojawila sie dopiero
na 528 miejscu, jednak propagowala na kolejne cyfry
rozwiniecia.

LR: 7 naszej rozmowy wylania sie dosé przygnebiajocy
obraz stanu naszej wiedzy. Nie wiadomo, czy m jest
normalna. Nie wiadomo, czy w rozwinieciu dziesietnym m
mozna znalezZé dowolng skonczong kombinacje cyfr.

O ile mi wiadomo, nie wiadomo nawet, czy w tym
rozwinieciu znajduje sie nieskoriczenie wiele zer (jedynek,
dwdjek, ... ). Czy na zakoriczenie moze Pan wspomnied
o czyms, co wiadomo w tej kwestii?

PiPi: Przyparty do muru moge jedynie przypomnie¢,
ze 7 jest liczba niewymierna (a nawet niealgebraiczna),
zatem nie moze by¢ tak, ze w jej rozwinieciu dziesigtnym
od pewnego miejsca po przecinku powtarzaja sie

kolejne cyfry jej rozwiniecia dziesietnego (poczawszy od
pierwszej). Osobiscie uwazam jednak, ze niewiedza w tak
elementarnej (przynajmniej w warstwie sformutowania)
kwestii moze mie¢ bardzo pozytywne skutki, gdyz

ze wzgledu na prostote okreslenia problemu moze
potencjalnie wiecej oséb zainspirowaé¢ do poglebiania
swojej wiedzy... Czego zycze wszystkim Czytelnikom
Delty.
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