Zabawa zapalkami

Jedli czytasz ten tekst, to §wietnie sie sklada, mozesz
poznaé drobny fragment topologii i zmierzy¢ sie
7 nastepujacym pytaniem:

Problem. Iie topologicznie réznych figur mozna utozyé
na plaszczyinie z szesciu zapalek, ktore stykajq sie tylko
koricami?

Dlaczego méwimy o topologicznej, a nie geometrycznej
réwnodéci figur? Powdd jest doéé oczywisty, w geometrii
euklidesowej dwie figury uznajemy za réwne, gdy istnieje
ruch sztywny, ktéry przenosi jedna z nich na druga.

7 tego punktu widzenia w geometrii ilo$¢ réznych figur
jest tak ogromna, ze nikt nawet nie rozwaza pomystu
ich katalogowania. Topologia (w odréznieniu od bardzo
bogatej w szczegdly geometrii) uwydatnia najistotniejsze
cechy figur, zapominajac o reszcie.

Figury A i A’ nazywamy topologicznie réwnymi
(homeomorficznymi), gdy istnieje wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie h figury A na figure A’
takie, ze przeksztalcenia h i do niego odwrotne h~! sg
ciggle. Przeksztalcenie h o tych wlasnosciach nazywamy
homeomorfizmem. Mébwiac obrazowo, homeomorfizm to
przeksztalcenie jednej figury na druga, ktére nic nie
rozrywa, nic nie skleja i dba o to, by bliskie punkty
jednej figury przeprowadzié¢ na bliskie punkty drugiej
figury. Ale uwaga, nie oznacza to, ze zawsze mozna
fizycznie przeksztalci¢ jedng figure na druga, deformujac
ja stopniowo w sposob ciagly i réznowartosciowy. Wezel
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trojlistnik (sa dwa, lewo- i prawoskretny, rys. 1) i okrag
sa homeomorficzne, ale w przestrzeni trojwymiarowej
bez uzycia chirurgii (rozcinania i sklejania), przez zadne
wyginanie, Sciskanie, rozciaganie nie mozna zrobic¢
jednego z drugiego. Banalna jest obserwacja, ze okrag

i brzeg tréjkata sg figurami homeomorficznymi. Gdy
umiescimy brzeg tréjkata w obszarze ograniczonym
okregiem, to projekcja radialna jest homeomorfizmem
przeprowadzajacym jedna z tych figur na druga (rys. 2).
Podobnie nierozréznialne z topologicznego punktu
widzenia sa litery E, F, T, Y.

Wykazanie topologicznej rownosci dwoch figur zawsze
wymaga wskazania miedzy nimi homeomorfizmu.

A jak wykazaé, ze figury nie sa homeomorficzne?
Wystarczy poda¢ wlasnosé, ktora nie zmienia sie
przy homeomorfizmach i przystuguje jednej z nich,

a nie przystuguje drugiej. Skoro przeksztalcenia
homeomorficzne nie pozwalaja na rozrywanie figury
ani na jej sklejanie, to najprostszymi niezmiennikami
homeomorfizméw sa:

1. liczba kawalkéw (= maksymalnych czesci spdjnych),
z ktérych sklada sie figura;

2. iloé¢ punktéw rozdzielajacych figury, tj. iloéé takich
punktéw figury, ktérych usuniecie z figury powoduje
jej rozpad na roztaczne kawalki;

3. indeksy punktow, tj. liczba tukéw, ktére schodzg sie
w danym punkcie.

Poniewaz w badaniu niechomeomorficznoéci figur nie wszystkie niezmienniki
sa tak samo skuteczne, wiec bardzo pozadana jest znajomo$é wielu
réznych niezmiennikéw homeomorfizméw, im wiecej, tym lepiej. Zobaczmy
na przyktadach, jak to dziata. Figury z rysunku 3 sa homeomorficzne

(sa topologicznie réwne).

Gdy poszukujemy przeksztatcenia homeomorficznego miedzy tymi figurami na
plaszczyznie, to... niczego takiego nie widaé. Sytuacja zmienia sie diametralnie,
gdy te uklady zapalek wyobrazimy sobie w przestrzeni tréjwymiarowej

i potraktujemy je jak elastyczna strukture. Wowczas przeksztatcenie

w przestrzeni tréjwymiarowej polegajace na ,wywrodceniu figury na druga strone
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przez wnetrze kwadratu” (lub przy nieruchomym kwadracie obrét ,ogonka”
w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny kwadratu) jest homeomorfizmem,
ktéry przeprowadza jedna figure na druga.

Tak dziala wymiar, w przestrzeniach o wyzszym wymiarze mozna wykonaé
operacje, ktére w nizszych wymiarach nie istnieja i na nizsze wymiary nie

maja zadnego wplywu. Teraz wyobraz sobie, ze tréjlistnik (rys. 1), i kazdy
inny wezel, ktory da si¢ zrobié¢ z prawdziwego sznurka, mozna w przestrzeni
czterowymiarowej rozplataé, otrzymujac okrag, oczywiscie nigdzie niczego nie
rozrywajac. Wystarczy, korzystajac z czwartego wymiaru, tuk wezla, ktéry jest
pod spodem, przeniesé na wierzch lub odwrotnie (szczegdly na koncu artykutu).
W przestrzeni czterowymiarowej pitke mozna wywrécié na druga strone, nigdzie
jej nie rozrywajac. Prosta analogia tej sytuacji jest przeksztalcenie ptaskiego
pierécienia. Gdy dodamy trzeci wymiar, to pierScien ten tak mozemy wywrdcic,
by jego brzeg wewnetrzny stal sie¢ brzegiem zewnetrznym. Przeksztalcenia te sa
oczywiscie homeomorfizmami.

7 drugiej strony, figury z rysunkéw 4 i 5 nie sa homeomorficzne. Figura na
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rysunku 5 ma jeden punkt o indeksie 4, a figura z rysunku 4 takiego punktu



Liczba
zapalek

Liczba topologicznie
réznych figur

Analizujac w ten sposéb figury, jakie mozemy utworzy¢ z nie wiecej niz pieciu
zapalek, otrzymujemy zbiory topologicznie réznych figur (rys. 6). Naturalne
jest pytanie: skad mamy pewno$é, ze sa to wszystkie mozliwe topologicznie
rozne figury? Warto nad tym pomysle¢. Prosze réwniez sprobowaé rozwiazaé
postawiony problem i znalezé wszystkie topologicznie rézne figury, jakie mozna
tak utworzy¢ z szesciu zapalek. Aby nie psu¢ zabawy, rozwiazanie podajemy

na stronie 4. Powiemy jednak, ze na plaszczyznie z szesciu zapalek stykajacych
sie tylko koricami mozna utworzyé¢ 19 topologicznie réznych figur. Jedli ten sam
problem rozpatrzymy w przestrzeni i nie ograniczymy sie jedynie do plaszczyzny,

to mozliwa jest tylko jedna dodatkowa konfiguracja: szkielet czworoscianu.
7 kolei dla siedmiu zapalek mozna w ten sposéb utworzy¢ na plaszczyznie
az 39 topologicznie réznych figur.

Budujac tego typu atlasy (katalogi), porzadkujemy nasza wiedze o $wiecie:
w postaci tablicy Mendelejewa, systematyki roslin, systematyki zwierzat itp.
Jednym z podstawowych zadan topologii jest klasyfikacja réoznych zbioréw:
weztéw, powierzchni, rozmaitoéci. Topologowie chcieliby z rozmaitosciami
dokonaé tego, czego wezeéniej dokonali dla powierzchni i weztéw:

— rozstrzygnad, kiedy dwie rozmaitosci sa topologicznie réwne,

Rys. 6 — sklasyfikowa¢ wszystkie mozliwe rozmaitosci,
— znalez¢ wszystkie sposoby zanurzania jednej rozmaitoéci w drugiej,
— rozstrzygnaé, kiedy dwa sposoby zanurzania jednej rozmaito$ci w drugiej sa

lub nie sa takie same.

Ta trudna tematyka inspiruje nowe badania przyrody (i sama jest nimi
inspirowana), np. w zakresie fizyki kwantowej, biologii molekularnej, teorii
chaosu, ale to temat na inny artykut.

Jak homeomorficznie przeksztalcié¢ tréjlistnik 7'
na okrag?

(Rozumowanie geometryczne.) Wezel T' zanurzamy

w przestrzeni R®, a te w przestrzeni R* (rys. 7). Wybieramy
punkt P(1,1,1,1) nielezacy w przestrzeni R® i taczymy

punkt P z kazdym punktem wezta T'. Otrzymujemy w ten
sposéb stozek”, ktérego podstawa jest w przestrzeni R3, a jego
powierzchnia boczna nie ma nic wspélnego z przestrzenia R3.
Chcemy tuk AB poprowadzié¢ nad krzyzujaca sie¢ z nim

linig, wzdtuz linii przerywanej. Punkty tuku AB laczymy

z punktem P lezacym w czwartym wymiarze i po powierzchni
tak utworzonego stozka, ktéra z przestrzenia R® nie ma nic
wspoélnego, przekladamy tuk AB narysowany linia ciagla na
tuk AB narysowany linia przerywana. Poniewaz wszystko dzieje
sie poza przestrzenia R3, wiec podczas tej operacji tuk AB
narysowany linig ciggla w zadnym momencie nie przecina
krzyzujacej sie z nim linii. Po usunieciu w ten sposéb jednego
skrzyzowania” z figury T" otrzymujemy krzywsa zamknieta

w oczywisty sposéb homeomorficzng z okregiem.

(Rozumowanie analityczne, dla ,niedowiarkéw”.) Rozwazmy
przestrzen euklidesowa, R* i niech R® =

= {(z,y,2,u) € R*:u =0}, A=(-1,0,0,0), B=(1,0,0,0),
E =(0,0,1,0), F = (0,0,—1,0). Ponadto niech 0§ Y bedzie
zbiorem {(0,y,0,0) € R* : y € R} (rys. 8).
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Rozwazmy tuk AEB = {(5,0,v/1 — s2,0) e R*: -1 < s < 1}.
Pokazemy, jak przeprowadzi¢ tuk AEB na tuk AF B, nie
przecinajac osi OY w przestrzeni R* i nie ruszajac z miejsca
punktéw A i B (rzecz jasna w przestrzeni R® jest to niemozliwe).
Oczywiscie tego typu operacje pozwola na rozplatanie
tréjlistnika.

Etap I. Definiujemy ciagla rodzine ciaglych przeksztalcen

(5,0,4/1—352,0) = (5,0,0/1 —s2,t\/1—82), 0<t<1.

Wszystkie punkty tuku AEB, poza jego koncami, ,ciagniemy”
w glab przestrzeni R, bo dla tych punktéw mamy u # 0.

FEtap II. Definiujemy druga ciagla rodzine ciaglych przeksztalcen

(5,0,0/1—52,1/1— s2)) -
= (5,0,(3—=2t)y/1—5%,y/1—52), 1<t<2

Efektem tych przeksztalcen jest ,spadek” tuku wzdluz
kierunku Z do tuku (dla t = 2):

{(5,0,—\/1—s2,y/1—s2) e R : =1 < s < 1},

bez przeciecia osi Y, gdyz wspoétrzedne x, z, u nigdy si¢ nie
zerujg w tym samym czasie dla ¢ € [1, 2].

Etap I1I. Opuszczamy tuk ,z glebi” przestrzeni R* wzdtuz u
w kierunku do tuku AF B, stosujac ciagla deformacje

(s,(),—ﬂ,x/l—ﬁ) —
= (5,0,—/1—=52,(3=-t)\/1—5s2), 2<t<3.

Dla t = 3 otrzymujemy tuk AFB = {(5,0, —v1 — s2,0) € R* :

—1 < s < 1}. Poniewaz w czasie 0 < ¢ < 3 zaden punkt
rozwazanych tukéw nie ma wspéirzednych postaci (0,y,0,0) € R,
wiec podczas tej deformacji nastepuje ciagte przeksztalcenie

tuku AEB na tuk AF B bez przeciecia osi Y.
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