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Rys. 1. Trojkat o trzech katach prostych

L

Rys. 2. Podziat sfery na 8 obszaréw

Rozwigzanie zadania F 994.
Sita F' potrzebna do rozerwania pétkul
musi przewyzszy¢ skladowa nacisku
powietrza (atmosfery) prostopadla do
plaszczyzny zlaczenia pétkul.

F = wd’p/4,
gdzie p oznacza ci$nienie atmosferyczne:
p &~ 10° Pa. Podstawiajac dane liczbowe,
otrzymujemy F' =~ 13900 N. Jest to sila
w przyblizeniu réwna ciezarowi $redniego
samochodu osobowego. 16 koni to jednak
byla przesada, ale jak przekonujaco to
wyglada na znanej wszystkim rycinie!

O trdojkatach na sferze
Michat MISKIEWICZ*

Znany jest wzér na sume katéw w trojkacie:
at+pB+y=m.

Dotyczy on oczywiscie tréjkatéw na plaszczyznie. Jaki zwiazek ma plaskosc
(lub zakrzywienie) z powyzszym wzorem? O tym za chwile.

Péjdzmy krok dalej i rozwazmy tréjkaty geodezyjne na sferze. Sa to obszary
wyciete ze sfery za pomoca trzech pltaszczyzn przechodzacych przez srodek
sfery. Dzieki temu wierzchotki takiego tréjkata sa potaczone najkréotszymi
mozliwymi tukami (czyli geodezyjnymi); wsréd krzywych na sferze sa to
odpowiedniki odcinkéw na plaszczyznie. Kat miedzy dwoma bokami takiego
tréjkata mozemy definiowaé jako kat miedzy plaszczyznami wycinajacymi je
lub, réwnowaznie, jako kat miedzy odpowiednimi prostymi stycznymi.

Przyktadowy trdjkat z rysunku 1 powstal w wyniku trzech wzajemnie
prostopadtych cig¢, a wige kazdy z jego trzech katéw ma miarg 3.

W rezultacie ich suma przekracza o § wartos¢, do ktérej przyzwyczailiSmy
sie na plaszczyznie!

Gdyby cos$ nas podkusilo, zeby policzy¢ pole takiego tréjkata, to
zauwazylibyémy, ze osiem takich tréjkatow sklada sie na calg sfere.
Przyjawszy promien sfery rowny 1, otrzymujemy pole tréjkata: % “dm = 7.
Czy zbieznosé pola tréjkata z nadmiarem sumy katéw jest przypadkiem?
Przekonamy sie, ze nie, dowodzac, ze wzor na sume katéw w tréjkacie
geodezyjnym na sferze o promieniu r ma postac

(%) a+B+y=m+A/

gdzie a, B, v sa katami trojkata, a A jego polem; jest to szczegdlny
przypadek tak zwanego wzoru Gaussa—Bonneta.

W tym celu oznaczmy plaszczyzny wycinajace trojkat jako p, g, r, zgodnie
z rysunkiem 2. Kazda z tych plaszczyzn rozcina przestrzen (i sfere) na
dwie czesci — za dodatnig uznamy te, w ktorej lezy nasz tréjkat, a te druga
za ujemnq. Mozemy teraz wygodnie oznaczy¢ wszystkie wyciete obszary
—np. A4 bedzie obszarem lezacym po dodatniej stronie p i ¢ oraz po
ujemnej stronie r. Zauwazmy trzy zaleznosci:

e Ze wzgledu na symetrie sSrodkowa mamy |A4_| = |A__4| oraz wszystkie
inne tozsamo$ci powstale przez zamiane znakéw na przeciwne.

e Suma A;yo:= A 1+ UA,,_ daje razem obszar lezacy po dodatniej
stronie ptaszczyzn p i q. Pole takiego wycinka jest proporcjonalne do
kata miedzy tymi ptaszczyznami, a wiec wynosi 2ar2; podobnie jest dla
pozostatych obszaréow tego typu.

e Suma Ajoo = Ay UAL+_UAL L UA,__ daje polsfere po dodatniej
stronie p, a zatem |A, .| = 27r?; tak samo dla pozostalych pélsfer.

Pozostaje nam zebra¢ te obserwacje, przeprowadzajac rachunek oparty na
wzorze wlaczen i wylaczen:

[Aoo U Aoto U Aooy| = (|[Atoo] + [Aosol + [Aoor])—
— ([Astol + Aot ] + [Agor]) + [Aris| =
=3-2m” = 2(a+ B+ )’ + [Ap i ].

Z drugiej strony, obszar Aioo U Aot U Aoor pokrywa caly sfere z wyjatkiem
A___, ma wiec pole

|A+oo U Ao+o U Aoo+| = 47'('7’2 — |A,,,| = 471'7"2 — |A+++|.
Potaczenie tych réwnosci daje nam zadany wzér na pole trojkata:
A =Apii| = (@+ B+ —m)r?



Rys. 3. Siatka odpowiadajaca
dwudziesto$cianowi foremnemu.
Tutaj V =12, E = 30, F = 20

@

Rozwigzanie zadania M 1627.
Zauwazmy, ze kazdej parze atakujacych
si¢ wiez odpowiadaja dokladnie trzy linie,
w ktérych nie znajduja sie zadne inne
wieze — mianowicie te linie, w ktérych te
dwie wieze si¢ znajduja. Wobec tego
liczba par wiez nie przekracza L%Jr"
Ponadto w kazdej linii mogg pojawic si¢
co najwyzej dwie wieze. Laczac powyzsze
obserwacje, uzyskujemy, ze liczba wiez nie
przekracza

. m-+n
2 - min {’m,, n, \‘ 3 J } .

Udowodnimy, ze powyzsze wyrazenie

w istocie zadaje najwigksza mozliwag
liczbe wiez. Przypu$émy, bez straty
ogolnosci, ze m > n oraz, ze m to liczba
kolumn, a n — liczba wierszy. Nietrudno
wskazaé przyklad, ze jesli m = n, to
mozna osiggnaé ustawienie 2 - LZT”J wiez.
Jezeli m < 2n, to w m — n wierszach
umieszczamy po dwie wieze, tym samym
redukujac szachownic¢ do kwadratu

o boku 2n — m i wobec obserwacji

z poprzedniego zdania, znéw otrzymujemy
ustawienie realizujace 2 - [ 2 | wiez.
Wreszcie dla m > 2n ustawiamy po dwie
wieze w kazdym wierszu i otrzymujemy
ustawienie 2n wiez.
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Rozwigzanie zadania M 1628.
Ustawmy na zewnatrz szachownicy,
wzdluz jej bokéw, dodatkowe 2(m + n)
wiez (po jednej na kazda jednostke
obwodu szachownicy). Zauwazmy, ze
kazda prawdziwa wieza jest atakowana
przez doktadnie dwie wieze dodatkowe.
Stad wniosek, ze liczba wiez prawdziwych
nie przekracza polowy liczby wiez
dodatkowych, czyli m + n. Ustawiajac
wieze w czterech naroznikach szachownicy
oraz wzdtuz dwéch jej prostopadlych
bokéw, uzyskujemy przyktad realizujacy
to szacowanie.

Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ uzyskany zwiazek do otrzymania wzoru
Eulera.

Twierdzenie (Euler). Rozwazmy na sferze dowolng siatke zlozong
z trojkatéw geodezyjnych i oznaczmy przez V, E, F' odpowiednio liczbe
wierzchotkéw, krawedzi i trojkatoéw w tej siatce. Zachodzi wéwcezas réwnosé

V-E+F=2.

Dowdéd. Powtérzymy tutaj (choé w catkiem innym wydaniu) rozumowanie

z artykutu Czy Ziemia jest plaska? A moZe jednak? (A1Q), zbadamy
mianowicie sume wszystkich katéw przy wierzchotkach. Poniewaz przy
kazdym wierzchotku katy dodaja sie do 27, suma ta wynosi V - 2w. Z drugiej
strony, sume te mozemy otrzymac, dodajac stronami zaleznosci @ dla
wszystkich tréjkatéw w siatce — poniewaz pola tréjkatow sumujg sie do
calkowitego pola sfery, daje to F - m + 4m (bez straty ogélnosci przyjelismy

r = 1). Po przyréwnaniu tych dwéch wynikéw mamy 2V = F + 4. Pozostaje
przypomnie¢ sobie, ze kazda Sciana ma trzy krawedzie, a kazda krawedz
rozdziela dwie $ciany, skad wnioskujemy dodatkowa zalezno$¢ 2F = 3F.

Te dwie réwnosci pozwalaja obliczy¢

V—E+F:%(F+4)—;F +F =2

co konczy dowdd. O
Cho¢ jest to istotnie trudniejsze do pokazania, analogiczna wlasnoéé¢ ma
kazda powierzchnia, nie tylko sfera. Wéwczas wielko$é V — E + F (zwana
charakterystykq Eulera) zalezy tylko i wylacznie od powierzchni, a nie od
wyboru siatki. Przyktad powierzchni o charakterystyce Eulera rownej 0
mozna znalezé we wspomnianym juz artykule (A{).

Wracajac do zaleznosci (ED, Czytelnika moze zdziwi¢, ze znajomosé katéw
tréjkata pozwala na wyznaczenie pola — na plaszczyznie przeciez sprawa
ma sie zupelnie inaczej. Ten fenomen ma zwigzek z niezerowa krzywizng
Gaussa sfery. Mozemy nawet sformutowaé nastepujaca definicje: jesli na
danej powierzchni dowolny trojkat geodezyjny o katach «, 8, v i polu A
spelia réwnosé

a+pf+y=nm+K-A,
to powiemy, ze powierzchnia ta ma krzywizne Gaussa stale rowna K.
Dla takiej powierzchni pole trojkata mozna wyznaczy¢ ze wzoru
A= (a+p+v—m) /K, chyba ze... wzér ten wymaga dzielenia przez zero!
Ma to miejsce jedynie w przypadku plaszczyzny (lub jej ,zwinie¢”, na
przyklad walca), dla ktérej mamy K = 0. Nasz dow6d pokazuje natomiast,
ze sfera o promieniu r ma krzywizne Gaussa réwna K = 1/r2. Odpowiada to
dobrze intuicji méwiacej, ze duie sfery sq prawie plaskie — taka wydaje sie
na przyktad powierzchnia Ziemi.

Idac dalej za ta sama intuicja, mogliby$my twierdzi¢, ze powierzchnie

o duzej krzywiinie majg male pole. Tak jest w istocie i podejmiemy ten
temat w kontynuacji niniejszego artykutu, ktéra ukaze sie juz za miesiac.
Jako pierwszy krok w tym kierunku proponuje ponizsze zadanie.

Zadanie. Dana jest powierzchnia M wraz z siatks tréjkatow, z ktérych
kazdy w miejsce (B) spelnia nieréwno$é a+ +~v > 7+ K - A z tym samym
parametrem K. Wykazemy

27
gdzie | M| jest polem M, a V, E, F tak jak poprzednio oznaczaja liczbe
wierzchotkow, krawedzi i trojkatow w siatce.

Uzasadnienie jest nietrudng modyfikacja dowodu twierdzenia Eulera, przy
czym tutaj nalezy oczywiscie operowa¢ na nieréwnoéciach. , Do przeczytania”
za miesiac!
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