Nieskonczonosé: 8. Nieskonczonosé nieskonczonosci
Michat KORCH

W poprzednim odcinku zastanawialiSmy sie, czy istnieje ,nieskoniczonosé”
pomiedzy licznoscia zbioru liczb naturalnych i licznoscia zbioru liczb
rzeczywistych. Pora na ostatni etap naszej podrézy. Bedzie to etap jeszcze dalej
prowadzacy w nieskoriczonosé¢ — bedziemy rozwazac i konstruowac coraz wieksze
,hieskonczonoéci”. Okaze sig, ze jest ich bardzo nieskonczenie wiele. Moze az za
bardzo.

Piszemy tutaj ,nieskoniczonosci”, majac oczywiscie na mysli mozliwe licznoéci,
czyli moce, nieskoniczonych zbioréw. Matematycy nazywaja je tez liczbami
kardynalnymi. Bedziemy méwié, ze jedna ,nieskoriczono$é¢” (liczno$é lub

moc zbioru A) jest mniejsza od drugiej ,nieskoriczonosci” (licznoéei lub mocy
zbioru B), jesli wszystkich elementéw zbioru A nie da sie ustawié¢ w pary

ze wszystkimi elementami zbioru B, ale mozna je ustawi¢ z pewna czescia
zbioru B.

W poprzednich odcinkach rozmawialiSmy o twierdzeniu Cantora. Méwi ono, ze
kazdy zbiér A ma te ceche, ze zbiér P(A) wszystkich podzbioréw zbioru A nie
jest rownoliczny ze zbiorem A. Skoro jednak dla kazdego elementu a zbioru A
do zbioru P(A) nalezy {a}, czyli jednoelementowy podzbiér z tym elementem,
to czesé zbioru P(A) zlozona z jednoelementowych zbioréw jest réwnoliczna
ze zbiorem A. Mozemy zatem powiedzieé, ze moc zbioru P(A) jest wigksza od
mocy zbioru A, co oznaczamy |P(A)| > |A|.

Znajac to twierdzenie, bez trudu mozemy tworzy¢ coraz wicksze nieskonczonosci.
Rzeczywiscie, niech Ag = N to zbiér liczb naturalnych. Wtedy niech

Ay = P(Ap). Oczywiscie, |Ag| < |A1]. Niech zatem As = P(A;1) i w takim razie
|Ap| < |A1] < |Az|. T tak dalej, niech A;41 = P(4;). Otrzymujemy w ten sposéb

|[Ao] < |A1] <Azl < ... <|Ai| < ...

nieskoriczony ciag coraz wiekszych nieskonczonosci!

Ale i ten nieskoniczony ciag nieskoniczonosci to jeszcze nie koniec. Niech bowiem
X=AUA UAU...

bedzie suma wszystkich tych nieskonczenie wielu zbioréw. Zauwazmy, ze X jest
jeszcze wiekszy niz ktérykolwiek z nich. Rzeczywiscie, dla dowolnego ¢+ mamy
|A;| < |X], bowiem zbiér X zawiera zbiér A;;1, a przeciez |A4;11] > |A;|.

I to takze oczywiscie nie koniec, bo przeciez mozemy wziaé zbiér wszystkich
podzbioréw tak zdefiniowanego zbioru X, aby otrzymaé zbidr o jeszcze wickszej
licznosci. I tak dalej. W pewnym sensie w nieskonczonos$é i za nieskonczonoscia
w nieskorniczonosé.

Ale i na tym nie konczy sie nasza przygoda. Przyjrzyjmy sie temu procesowi
tworzenia coraz wiekszych ,nieskonczonosci” bardziej metodycznie. Metode
tworzenia z licznosci |A| wiekszej licznosci |P(A)| bedziemy tu nazywaé metoda
podzbioréw. Metoda sumy bedziemy nazywaé stworzenie z nieskoniczonej rodziny
zbiorow, w ktérej dla kazdego zbioru A z tej rodziny jest w tej rodzinie zbiér B
taki, ze |A| < |B|, zbioru jeszcze wiekszego od dowolnego jej elementu, mianowicie
jej sumy.

Zauwazmy jednak, ze metoda podzbiorow niekoniecznie z danej licznosci
otrzymamy najmniejsza licznosé¢ wigksza od niej. By¢ moze istnieja liczby
kardynalne pomiedzy |A| oraz |P(A)|. Zreszta wladnie hipoteza continuum
odnosi sie do tego typu rozwazan.

Okazuje sig, na szczescie (choé¢ aby podaé dowdd tego faktu, potrzebne sa
definicje, ktére wykraczaja poza te serie artykuléw), ze dla kazdej rodziny
whieskonczonoéci” istnieje w niej ,,nieskonczonos¢” najmniejsza. W szczegdlnosci,
wynika z tego, ze dla danego zbioru A mozna znalezé pewien zbiér B, o licznosci
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Rozwigzanie zadania M 1626.

B

Przez punkt P poprowadZmy proste
réwnolegle do bokéw tréjkata ABC,
przecinajace te boki w punktach

A;, B;,C; (i = 1,2), jak na rysunku.
Wéwcezas PA = ByCs, podobnie

z dlugosciami PB i PC, stad nalezy
zmaksymalizowaé pole trojkata Az B2Cos.
Oznaczajac przez [F] pole figury F,
dostajemy

()

[A2B2C3] = = ([ACy PBa]+

|

[BA; PCs] + [CBy PAy)) =

-+

= §<[ABC] — [PA; Az]—

— [PB1 B3] — [PC1C3]).

Tréjkaty PA1 Az, PB1Bs i PC1C3 sa
podobne do ABC w skalach odpowiednio
A1As, BiBs i C1C2. W zwigzku z tym
(xx) [PA1A2] 4+ [PB1B2] + [PC1C2] =
[ABC](A1 A2 4+ B1B2 4+ C1C3) <
1 .
g[ABC](AlAg + B1By + C1C2)? =

Nl

1
S1ABC)

Laczac i , dostajemy
[A2B2Cs] < +[ABC] = ¥2. Réwnosé
otrzymamy, biorac za punkt P $rodek
cigzkosci tréjkata ABC, co konczy
rozwigzanie.

@@

Rozwigzanie zadania F 992.
Zgodnie z kryterium Rayleigha granica
rozdzielczoéci obrazu uzyskanego za
pomocyg przyrzadu o $rednicy D i fali
o dtugosci A wynosi v = 1,22\/D = \/D,
gdzie o oznacza najmniejszy kat tworzony
przez kierunki, pod jakimi widzimy dwa
punkty jako rozdzielone. Bedzie to wiec
kat, pod jakim widzimy najmniejsze
rozréznialne szczegdly o wielkosci d
z odleglosci L. Swiatto widzialne
odpowiada dlugosciom fal $wietlnych
z przedziatu od 380 do 770 nm. Do
oszacowania przyjmijmy A = 500 nm. Jak
si¢ wydaje, do odczytania tablicy
rejestracyjnej wystarczy rozréznianie
szczegoléow o wielkosci d = 5 mm. Mamy
wiec:

ax~\/D=d/L,

a stad L = dD/X = 24 km.

najmniejszej z tych, ktére sa wieksze od licznoéci zbioru A. To przejécie
bedziemy nazywaé¢ metoda nastepnikowa.

Z reguly kolejne mozliwe nieskoriczone liczby kardynalne oznacza si¢ za pomoca
pierwszej litery z jezyka hebrajskiego N (alef) z odpowiednim indeksem.

Tak wiec Ny to licznosé zbioru liczb naturalnych, a R; to najmniejsza liczba
kardynalna wigksza od N, zas Ny to najmniejsza liczba kardynalna wigksza

od N;. Hipoteze continuum mozemy wiec sformutowaé jako stwierdzenie, ze
PO =Ry,

Warto w tym momencie odnotowaé wprost dwa mniej lub bardziej zaskakujace
wnioski. Po pierwsze, nie istnieje najwieksza ,nieskoriczono$¢”. Rzeczywiscie, dla
kazdego zbioru A istnieje zbiér o wiekszej mocy, mianowicie zbiér P(A).

Drugi wniosek jest nastepujacy: nie istnieje zbiér wszystkich , nieskonczonosci”.
Znéw, zalézmy przeciwnie, ze taki zbidr istnieje. Ale zgodnie z poprzednim
wnioskiem, skoro nie ma najwiekszej liczby kardynalnej, to dla kazdej liczby
kardynalnej w tym zbiorze jest w nim tez wigksza liczba kardynalna. Ale

w takim razie mozemy metoda sumowania (biorac sume wszystkich elementéw
tego zbioru) wyprodukowaé jeszcze wieksza liczbe kardynalna, ktéra jest wieksza
od kazdej z tego zbioru, wiec nie jest elementem tego zbioru. Ale zbiér mial
zawieraC wszystkie liczby kardynalne, co stanowi sprzecznosé.

Niemniej znalezliémy trzy metody konstruowania coraz wiekszych liczb
kardynalnych: metode nastepnikowa, metode podzbioréw i metode sumowania.
Nasuwa sie od razu nurtujace pytanie. Czy poczynajac od licznosci zbioru liczb
naturalnych, mozna ,,doj$¢” do dowolnej ,nieskoriczonosci” (liczby kardynalnej),
stosujac te trzy metody?

Potrzebne beda nam jeszcze dwie definicje. Powiemy, ze pewna liczba
kardynalna jest graniczna, jesli wsréd mniejszych od niej nie ma najwiekszej.
Zauwazmy, ze N jest graniczng liczba kardynalna, bowiem kazdy zbiér

o liczno$ci mniejszej niz jego moc to zbiér skonczony. A zatem liczno$ci mniejsze
od Ny to po prostu skonczone liczby i nie ma wsrdd nich najwicksze;j.

Druga definicja to regularnosé ,nieskonczonosci”. Powiemy, ze pewna liczba
kardynalna jest regularna, jesli nie da si¢ jej otrzymacé¢ metoda sumy ze zbioru
licznoéci mniejszych od niej, ktéry sam ma od niej mniejsza licznosé. Ponownie
zauwazmy, ze Ng jest liczbg regularng, bowiem skonczona suma skonczonych
zbioréw jest tylko skonczona. Niemniej nie kazda ,nieskonczono$é” jest
regularna. Na przyklad zastosujmy metode sumy do zbioru liczb kardynalnych
N, Ny, Ny, ... Skoro elementy tego zbioru w oczywisty sposéb sa ponumerowane
liczbami naturalnymi, to jest ich tyle samo co liczb naturalnych, czyli Ny. Jednak
liczba, ktéra dostaniemy, jest wieksza od kazdej z nich, i w szczegdlnosci od Ng.
Nie jest wiec regularna.

Inaczej méwiac, liczb kardynalnych granicznych nie mozna skonstruowaé metoda
nastepnikowa z mniejszych licznosci. Za to liczb kardynalnych regularnych nie
da si¢ skonstruowaé¢ metoda sumowania, uzywajac tylko zbioréw o mniejszej
mocy. Matematycy nazywaja liczbe kardynalna wigksza od licznosci zbioru liczb
naturalnych stabo nieosiagalna, jesli taczy w sobie te dwie cechy, czyli jesli jest
regularna i graniczna. Takiej liczby nie da sie¢ wigc skonstruowaé z mniejszych
ynieskonczonosci”, stosujac tylko metody nastepnikows i sumy!

No dobrze, w takim razie zastanéwmy sie nad ,nieskonczonosciami”, ktérych nie
da sig¢ skonstruowaé¢ z mniejszych liczb kardynalnych, uzywajac dowolnych z tych
trzech metod. Takie hipotetyczne liczby kardynalne (wigksze od licznoéci zbioru
liczb naturalnych), ktérych nie mozna osiagnaé z mniejszych liczb, uzywajac
metod nastepnikowej, podzbioréw i sumy, nazywamy silnie nieosiggalnymi.

Czy jednak takie liczby istnieja? Odpowiedz na to pytanie jest podobna,
ale moze jeszcze bardziej subtelna niz w przypadku hipotezy continuum.
Zakladajac nawet, ze taka liczba istnieje, mozemy rozpatrzeé¢ najmniejsza
z nich — i zauwazmy, ze z powodzeniem mozemy uprawiaé teorie zbiorow
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Rozwigzanie zadania F 991.

Jako model serca mozemy rozwazyc¢
cylinder z tlokiem. Moc takiego
urzadzenia otrzymamy, mnozac sile,

z jaka dziatamy na tlok przez jego
predkosé. Sita jest réwna iloczynowi
ci$nienia p i powierzchni tloka, a iloczyn
powierzchni ttoka przez jego predkosé jest
réwny objetosci krwi pompowanej

w jednostce czasu. Otrzymujemy wiec:

L=nVp~x13W.

—_—

i matematyke tylko w ramach zbioréw mniej licznych niz ona. Nigdy wtedy
jej nie napotkamy! To, czy ona istnieje, nie bedzie miato dla nas wtedy
zadnego znaczenia. Doprecyzowanie tego rozumowania prowadzi do dowodu,
ze 7z aksjomatoéw nie da sie wykazad, ze taka liczba istnieje.

W drugg strone jest jeszcze trudniej. Da sie bowiem udowodnié, ze

w ramach aksjomatéw nie da sie udowodnié¢, ze nie da sie udowodnié, ze

taka ,nieskoriczonosé” nie istnieje! Gdyby bowiem byto to mozliwe, dawatoby
to dowdd niesprzecznoéci aksjomatéw, co przeczyloby twierdzeniu Godla

o niezupelnosci (patrz odcinek ,Rozmys$lania o myslakach”). Istnienie takich
»hieskoniczonosci” jest wiec jeszcze bardziej ulotne niz istnienie nieskonczonoéci
pomiedzy liczno$cia liczb naturalnych a licznoécia liczb rzeczywistych.

W takim razie wszechswiat zbioréw wyglada nastepujaco: najmniejszym
zbiorem jest zbidr pusty, potem sa coraz wieksze zbiory skonczone, az w koncu
najmniejsza nieskoniczona liczba kardynalna Ng, czyli liczno$é zbioru liczb
naturalnych. Potem spotkamy zbiory, ktérych licznosci to coraz wieksze
whieskonczonoéci”, ktére mozemy skonstruowaé, poczynajac od Wg i korzystajac
z metod nastepnikowej, podzbioréw i sumy. I dalej jest horyzont, za ktérym byé
moze nic nie ma, a by¢ moze jest pierwsza silnie nieosiagalna liczba kardynalna.
7 tej ,nieskonczonoéci” znéw mogliby$émy konstruowaé coraz wieksze liczby
kardynalne, ale mniejsze niz kolejny hipotetyczny horyzont, ktérego przekroczyé
nie mozemy, a ktory stanowi kolejna silnie nieosiagalna liczba kardynalna. I tak
dalej. To jest podréz w nieskonczono$c¢ i za nieskoriczonosc.

Przygode te wypada zakonczyé, cytujac jednego z bohateréw, od ktérych

zaczeliémy nasze rozwazania, czyli Davida Hilberta. ,Nieskonczonoéé! Zadne
inne pytanie nie poruszyto tak gteboko duszy czlowieka”.

Ztozonos¢ algorytmow teorioliczbowych

Rozwazmy nastepujacy algorytm:

function czynnik(int n)

{
int i = 2;
while (i < n)

{
if (n % i) == 0 return i;
i=1i+1;

}

return 0;

Czy oznacza to, ze wlaénie pokazaliémy wielomianowy
algorytm na szukanie nietrywialnych czynnikéw?
Rozklad nawet duzych liczb na czynniki pierwsze juz
nie jest dla nas klopotem?

Oczywiscie, nic z tych rzeczy.

Nieporozumienie bierze sie z problemu z ustaleniem, co
jest parametrem, wzgledem ktérego liczymy zlozonosé
programéw komputerowych. Otéz parametrem jest

dla nas zawsze rozmiar danych, ale rozumiany jako
dtugosé napisu reprezentujacego wejscie. Konkretniej:

¥ 1000000 000 ma dla nas rozmiar ,dziesie¢”, a nie
Jak tatwo sprawdzi¢, podany kod zwraca najmniejszy ymiliard”™...

nietfywialny czyr'mik podagej na wejsciu liczby g Wracajac do naszego algorytmu: jesli rozmiar danych
badz 0 — gdy takiego czynnika nie ma (bo np. n jest to k, to wowczas liczba n, ktéra reprezentuja te dane

liczba pierwsza).

jest rzedu 10¥. Skoro wiec oszacowali$my czas dzialania

Zastanéwmy sie, jaka jest zlozono$é podanego programu. algorytmu przez O(n?), to w jezyku rozmiaru danych
Petla while wykona co najwyzej O(n) obrotéw. przeklada sig to na O((10%)%) = O(100%), czyli jest jednak
W pojedynczym jej wykonaniu niemal wszystkie operacje Wwykladniczy od k.

maja koszt staly, poza operacja % (reszta z dzielenia),
ktorej koszt mozemy bardzo zgrubnie oszacowaé z gory
przez O(n) (w rzeczywistosci mozna latwo osiagnaé
O(log(n))). Oznacza to, ze caly algorytm dziala w czasie

nie wigkszym niz O(n?).

Potencjalny algorytm wielomianowy na rozklad na
czynniki musialby wigc byé pewnie nieco bardziej
wyrafinowany...

Tomasz KAZANA
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