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Slad ruchomego odcinka
Jarostaw GORNICKI*

Cho¢ ruch jest wszechobecny w naszym otoczeniu, to opis dynamicznych
zmian bedacych jego wynikiem sprawia nam klopot. Oto kilka prostych
obserwacji.

Gdy okrag toczy sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie nieruchomego okregu
o dwa razy wiekszej Srednicy, to dowolnie wybrany punkt mniejszego okrequ
przesuwa sie po Srednicy duzego okregu tam i z powrotem.

Wykazemy, ze tak jest. Na malym okregu ustalmy punkty A i B, tak jak na
rysunku 1. Gdy maly okrag toczy sie po tuku BC i kat XxBAC =

= a > 0, to przecina odcinek AB w takim punkcie B’, ze kat <xB'O’'C = 2a.
Woéwezas tuki BC oraz B'C s3 tej samej dlugosci. Oznacza to, ze podczas
toczenia malego okregu punkt B przesuwa sie do punktu B’ wzdluz

prostej AB, co chcieliSmy uzasadnié.

Zauwazmy, ze w tym samym czasie punkt A przesuwa sie do punktu A’
wzdluz prostej AK. Punkt A’ z punktem B’ sa koricami $rednicy malego
okregu (bo tuki CB’ i AA’ sa réwnej dlugosci), wiec kat XA’ AB jest
prosty. Mamy wiec dodatkowsa informacje: podczas opisanego toczenia konce
odcinka AB §lizgaja sie po wzajemnie prostopadlych érednicach wiekszego
okregu.

Okazuje sie, ze:

Kazdy punkt posredni odcinka AB, ktorego kotice $lizgajq sie po wzajemnie
prostopadlych prostych, zakresla elipse (rys. 2).

Wiedzial to juz Proklos (412—485). Uzasadnienie jest latwe. Poniewaz

\A’xC”| = cos 3, ﬁ = sin 3,
wiec z zaleznosci
sin? B+ cos? B =1, |A'C’| = |AC|, |C'B'| = |CB|
mamy , ,
xr
Acr *jeBr =

a to jest rownanie elipsy. Analogiczna sytuacja ma miejsce, gdy punkt
zakreslajacy krzywa lezy na przedtuzeniu odcinka AB. Mamy zatem kolejng
obserwacje:

Jesli punkty A i B prostej L Slizgajq sie po wzajemnie prostopadiych
prostych, to kaZdy inny punkt prostej L zakresla elipse.

Rezultat ten jest podstawa konstrukcji ,cyrkla” do wykreslania elipsy
o danym Srodku, danych kierunkach gtéwnych i danych dtugosciach osi

(rys. 3).
A jak wyglada sytuacja, gdy punkty A i B §lizgaja sie po ramionach kata
a€ (0,m), a# g? Problem ten rozstrzygnal w 1646 roku Frans van Schooten

(Mlodszy, 1615-1660). Byl on holenderskim matematykiem zwiazanym ze
szkola inzynierska w Lejdzie oraz uczniem i przyjacielem René Descartesa
(Kartezjusza). W 1637 roku pomagal Kartezjuszowi w przygotowaniu
ilustracji do pierwszego wydania traktatu Discours de la méthode..., ktéry
zawieral esej La géométrie. W 1649 roku van Schooten przettumaczyt

na tacing i wydal Geometrie Kartezjusza, wraz z licznymi komentarzami

i uzupelnieniami (swoimi i swoich uczniéw). Van Schooten stal si¢ jednym
z pierwszych matematykdéw promujacych i rozpowszechniajacych nowsg
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Rys. 6. Kazdy tréjkat da si¢ zamiesé
odcinkiem przy odpowiednim ruchu

Rys. 7

Geometrie Kartezjusza. Znakomitym uczniem van Schootena byl Christiaan
Huygens.

Rozwiazanie van Schootena jest geometryczne i niezwykle pomystowe. Niech
dany bedzie kat <XIPH, rézny od kata prostego. Po ramionach tego kata
slizga sie odcinek AB (rys. 4). Jaka krzywa zakresla wéwczas punkt C
nalezacy do tego odcinka i nie bedacy jego koncem? Punkty A, B i P
jednoznacznie wyznaczaja okrag o srodku S opisany na tréjkacie AABP.
Prosta SC' wyznacza srednice M N. Wéwczas proste PM i PN tworza

kat prosty. Po przemieszczeniu si¢ odcinka AB do polozenia A’ B’ punkty
A’, B" i P wyznaczajg okrag o $rodku S’ opisany na tréjkacie AA’B’P.
Prosta S'C" wyznacza jego $rednice M'N’. Oczywiscie |MN| = |M’'N’|, bo
utworzone okregi sa przystajace (gdyz kat SXIPH wpisany w oba okregi
wyznacza w nich cieciwy réwnej dlugosci). Ponadto katy xNCA i xN'C" A’
sa réwne (cieciwy AB i A’B’ sa takiej samej dlugosci, wiec ich odleglosci od
$rodkéw odpowiednich okregéw pozostaja stale). Analogicznie, katy <xBCM
i XB'C'M’ sa réwne. W tej sytuacji, dla przystajacych okregéw tuk AN jest
takiej samej dlugosci jak tuk A’N’, wiec katy wpisane oparte na tych tukach
sa réwne, tj. |[XNPA| = |xN'PA’|. Poniewaz katy te leza po tej samej
stronie prostej PH, wiec punkt N’ lezy na prostej PN. Z analogicznych
powodéw punkt M’ lezy na prostej PM. Oznacza to, ze $lad punktu C
mozemy wyznaczy¢ z ruchu odcinka M N, ktorego konce §lizgaja sie po
wzajemnie prostopadtych prostych PX i PY. 7 wczesniejszych rozwazan
wiemy juz, ze w tym przypadku punkt C zakredla tuk elipsy. Zatem mamy:

Twierdzenie (Frans van Schooten (Mlodszy), 1646 r.). Jesli punkty A i B
prostej L $lizgajq sie po ramionach kgta o € (0,7), to kazdy inny punkt
prostej L zakresla elipse.

A moze potrafimy co$ powiedzie¢ o obszarach ,zakreslanych” przez tak
wedrujace odcinki? W Kalejdoskopie matematycznym Hugona Steinhausa
wiele wyjasniaja rysunki (rys. 5, 6) oraz tekst: , Gdy poruszamy zapalke
tak, Zeby jej oba konice biegly po prostych przecinajgcych sie, to ruch jej
jest identyczny z ruchem cieciwy mniejszego kola w systemie (...) dwdch kél
[patrz rys. 1]. Trzeba tylko wzigé przeciecie prostych za Srodek duzego kola,
a mate koto narysowaé przez srodek duzego i oba korice zapatki.” Gdy konce
odcinka §lizgaja sie po wzajemnie prostopadtych prostych, to zamiecie on
obszar ograniczony asteroidg (rys. 7).

7 przemieszczaniem odcinka na plaszczyznie zwigzanych jest wiele ciekawych
i niebanalnych zagadnien, np.:

Twierdzenie (Hamnet Holditch, 1858 r.). Jesli oba korice odcinka $lizgajg
sie po krzywej zamknietej L, a punkt C' dzielgcy odcinek w stosunku a : b
zakresla krzywq L', to réznica pdl figur ograniczonych krzywymi L 1 L' jest
réwna wab. (Patrz rys. 8 oraz A§,, ALd)

Problem (Soichi Kakeya, 1917 r.). Na plaszczyinie wyznaczyé zbior
o najmniejszym polu, w ktorym mozna odcinek jednostkowy obrocié o kgt co
najmniej ™ (o zmaganiach z tym problemem pisalismy tez w AS;, Als).

Dwa przyktady zbioréw, w ktérych mozliwy jest obrét odcinka, pokazano na
rysunku 9.
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