Zdefiniowanie zbioru, ktéry nie jest
czesciowo rozstrzygalny, jest zadaniem
zdecydowanie nietrywialnym.

Twierdzenie MRDP. Podzbior zbioru liczb naturalnych jest cze$ciowo
rozstrzygalny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest zbiorem diofantycznym.

Uwzgledniajac fakt istnienia cze$ciowo rozstrzygalnych, ale nierozstrzygalnych
podzbioréw zbioru liczb naturalnych, twierdzenie MRDP implikuje istnienie
nierozstrzygalnych zbioréow diofantycznych i w konsekwencji negatywne
rozwiazanie dziesiatego problemu Hilberta. Zanim jednak przesledzimy
dokladniej te ostatnia implikacje, przyjrzyjmy sie, jak zaskakujaca jest w istocie
tres¢ twierdzenia MRDP.

Wspomniany powyzej problem pierwszosci jest z pewnoscia rozstrzygalny: dla
danej na wejsciu liczby naturalnej n trywialny algorytm sprawdza po kolei, czy
n jest podzielne przez jakakolwiek liczbe ze zbioru {2,...,n — 1}. W szczegdlnosci,
zbior liczb pierwszych jest czeSciowo rozstrzygalny. Z twierdzenia MRDP wynika
zatem, ze istnieje réwnanie diofantyczne z parametrem P(a,x1,...,z;) = 0, ktére
ma rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczba
pierwsza! Podobnie ma sie sprawa ze zbiorem wszystkich poteg liczby 2, zbiorem
liczb Fibonacciego... i przypuszczalnie z kazdym innym podzbiorem zbioru liczb
naturalnych, ktérego definicja przychodzi nam tatwo do glowy.

Pozostaje nam przyjrzeé sie, w jaki sposéb z twierdzenia MRDP wynika
negatywne rozwigzanie dziesiatego problemu Hilberta. Przypusémy, ze
odpowied? ta bytaby pozytywna, i niech A oznacza algorytm, ktéry dla
dowolnego réwnania diofantycznego rozstrzyga, czy ma ono rozwiazanie

w liczbach naturalnych, czy tez nie. Rozwazmy réwnanie diofantyczne

z parametrem P(a,1,...,2;) = 0 definiujace pewien zbiér diofantyczny X.
Zauwazmy, ze nastepujacy algorytm rozstrzyga przynalezno$é do zbioru X:
dla danej na wejéciu liczby naturalnej n oblicz rownanie diofantyczne

P, (x1,...,2r) = 0, a nastepnie za pomoca algorytmu A rozstrzygnij, czy ma
ono rozwiazanie w zbiorze liczb naturalnych. Odpowiedz pozytywna oznacza,
ze n € X, natomiast odpowiedZ negatywna oznacza, ze n ¢ X. Wykazalidmy
w ten sposéb, ze kazdy zbior diofantyczny jest rozstrzygalny. Na mocy
twierdzenia MRDP oznacza to, ze kazdy czesciowo rozstrzygalny podzbiér
zbioru liczb naturalnych jest rozstrzygalny. Otrzymana sprzecznos$¢ implikuje
nierozstrzygalno$¢ dziesiatego problemu Hilberta.

Jak unikngé czeSciowej rozstrzygalnosci?

W artykule powyzej wspomniano, ze prawie kazdy zbiér algorytm). To pokazuje, ze istotnie w takiej sytuacji
liczb naturalnych, ktory przyjdzie nam na mysl, jest S jest rozstrzygalny.

czesciowo rozstrzygalny. Sprobujmy jednak pokazad,
ze stowo prawie jest tu istotne, czyli ze mozliwa jest
konstrukcja zbioru S C N, ktéry nie jest czeSciowo

A zatem do konstrukcji zbioru, ktéry nie jest nawet
czedciowo rozstrzygalny, wystarczy znalezé S C N taki, ze
jest on czesciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny.

rozstrzygalny. Woéwezas N\ S nie bedzie nawet czedciowo rozstrzygalny.
Po pierwsze zauwazmy, ze jesli zaréwno zbiér S, jak Aby skonstruowac taki zbiér S, potrzebna jest pewna

i jego dopelnienie N\ S sa czeéciowo rozstrzygalne, wiedza; zakladamy, ze Czytelnik Doswiadczony zna

to wéwczas S jest nawet rozstrzygalny. To, ze S jest definicj¢ i podstawowe intuicje zwigzane z maszynami
czesciowo rozstrzygalny, oznacza, ze istnieje algorytm Turinga. Zbi6ér maszyn Turinga, ktére akceptuja
(nazwijmy go pozytywnym), ktéry dla danej liczby n € N slowo puste, jest czeSciowo rozstrzygalny (wystarczy
zatrzyma si¢ i odpowie ,,n nalezy do S”, jeélin € S znalez¢ bieg akceptujacy dla tego slowa pustego), ale
(ale byé moze nie zatrzyma sie, jesli n ¢ S). Podobnie, ~ nie jest rozstrzygalny (uzasadnienie mozna znalez¢

skoro N\ S jest czedciowo rozstrzygalny, to istnieje np. w artykule Szymona Torunczyka ,Paradoks
algorytm (nazwijmy go negatywnym), ktéry dla danej Russella” w A{7). Kazda maszyne Turinga mozna

liczby n € N zatrzyma si¢ i odpowie ,n nalezy do N'\ §”, jednoznacznie zakodowac jako liczb¢ naturalng. Zatem
oilen € N\ S. A zatem jesli puScimy naraz oba zbior zakodowan maszyn Turinga, ktére akceptujg stowo
algorytmy, pozytywny i negatywny, to ktéry$ z nich sie  puste, jest czesciowo rozstrzygalny, ale rozstrzygalny juz
zatrzyma i zwrdci poprawna odpowiedz (zakladamy, nie jest. .

ze wtedy automatycznie zatrzymujemy réwniez drugi Wojciech CZERWINSKI
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