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Rys. 1. Orbity satelitéw systemu GPS

Promienie orbit i okresy obiegu satelitéw
réznych systemoéw:

GPS: 20183 km, 11 h 58 min

GLONASS: 19130km, 11 h 16 min
Galileo: 23222km, 14 h 5 min

BeiDou: 21150 km, 12 h 38 min

Okres obiegu satelity GPS jest réwny
doktadnie potowie doby gwiazdowej,
dlatego satelity GPS wykonujg doktadnie
2 obroty woké6t Ziemi na dobe. Satelity
GLONASS, Galileo i BeiDou wykonuja
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O pomiarach czasu i zegarach atomowych
pisal Krzysztof Pawtowski w A‘lls.

Teoria wzglednosci w smartfonie
Szymon CHARZYNSKI

Gdy na przetomie XV i XVI wieku Krzysztof Kolumb przybijat z kolejnymi
wyprawami do wybrzezy Ameryki, byl przekonany, ze sg to wybrzeza Azji.

W owych czasach okreslenie swojej pozycji na ziemskim globie nie byto tak
trywialnie proste jak dzis, kiedy prawie kazdy ma w smartfonie odbiornik
zdolny do okreslania aktualnego potozenia z doktadnoscia do kilku metréw.
By¢ moze nie kazdy wie, ze dziatanie satelitarnych systeméw pozycjonowania
oparte jest na teorii wzglednosci Einsteina, i to zaréwno szczegdlnej (STW), jak
i ogblnej (OTW). Takiego zastosowania swojej teorii nie przewidywal zapewne
nawet sam jej odkrywca.

Nie tylko GPS. Obecnie funkcjonuja (lub sa na ukoriczeniu) cztery

niezalezne od siebie globalne systemy pozycjonowania satelitarnego. Najstarszy
to amerykanski GPS-NAVSTAR. Od wielu lat dziala réwniez rosyjski
GLONASS. Zbudowany przez Unie Europejska Galileo wlasnie uzyskuje pelna
funkcjonalnosé, natomiast czwarty system (chinski BeiDou) ma byé w pelni
gotowy w 2020 roku. Oproécz tego Indie i Japonia pracuja nad swoimi systemami,
ktére jednak nie beda mialy zasiegu globalnego, przynajmniej na poczatku.

Kazdy z dzialajacych systeméw funkcjonuje na tej samej zasadzie. Sklada sie

z okolo 30 satelitéw, z ktorych kilka pelni role rezerwowych, a od 24 do 28

jest w uzyciu. Satelity kraza na wysokosci okoto 20000 km i obiegaja Ziemig

w czasie zblizonym do 12 godzin. Orbity zawarte sa w réznych plaszczyznach,
tak aby w kazdej chwili z kazdego miejsca na Ziemi widoczna byla mozliwie
jak najwieksza liczba satelitéw (dla pelnej funkcjonalnosci widoczne musza

by¢ co najmniej cztery). Kazdy satelita ma na pokladzie bardzo precyzyjny
zegar atomowy, i to zwykle nie jeden, aby zmniejszy¢ ryzyko wylaczenia satelity
z powodu awarii zegara. Obecnie instaluje si¢ najczesciej cztery dzialajace
niezaleznie zegary w jednym satelicie.

Jak to dziata? Zegary zainstalowane na satelitach sa ze soba regularnie
synchronizowane, a potozenia wszystkich satelitéw wyznaczane na podstawie
parametréw ich orbit. Satelity nadaja sygnal radiowy odbierany przez odbiornik
naziemny, na przyklad zainstalowany w smartfonie. W sygnale zakodowana jest
chwila wystania go przez satelite. Poniewaz sygnat rozchodzi si¢ ze skoniczona
predkoécia Swiatta, to chwila odebrania go przez nasz smartfon jest p6zniejsza
niz chwila nadania go przez satelite. Mnozac réznice czaséw wystania i odbioru
przez predkosé swiatta, mozemy wyznaczy¢ odleglosé do satelity. Wyznaczajac
odleglo$é¢ do trzech satelitow, ktoérych pozycje bardzo dokladnie znamy,
bylibydmy w stanie wyznaczy¢ polozenie odbiornika. Sprowadza si¢ to do
geometrycznego problemu wyznaczenia punktu przeciecia trzech sfer o zadanych
promieniach.

Niestety takie wyznaczanie potozenia bytoby bardzo niedoktadne, ze wzgledu na
zbyt mala precyzje zegara kwarcowego, w jaki wyposazony jest nasz smartfon.
Blad wzgledny typowego zegara kwarcowego jest rzedu 1076 (a czesto nawet
wiekszy), co daje blad rzedu kilku sekund na miesiac. Oznacza to, ze juz

w pierwszej sekundzie po synchronizacji pomiar obarczony jest btedem 107 %s,
co pomnozone przez predkosé swiatta daje niedokladno$é w wyznaczaniu
odleglosci do satelity rzedu 300 m. Po godzinie od synchronizacji zegara
kwarcowego z wzorcem czasu blad przeliczony na odleglosé bedzie wigkszy niz
odleglo$é¢ do ksiezyca. Dlatego tak istotne jest, aby zegary na satelitach bytly
bardzo precyzyjne (blad wzgledny najdokladniejszych zegaréw atomowych

jest rzedu 10~'4). Ponadto do dokladnego wyznaczenia potozenia w trzech
wymiarach potrzebujemy sygnaléw z czterech satelitéw (a nie trzech), aby méc
uniezalezni¢ pomiar od wskazan zegarka w odbiorniku.

Z czterech sygnatéw mozna wyliczy¢ nie tylko polozenie miejsca rejestracji
sygnalu, ale réwniez czas, kiedy rejestracja miata miejsce, czyli znalezé
wspolrzedne przestrzenne i wspolrzedna czasowa zdarzenia w czterowymiarowej
czasoprzestrzeni. Zdarzeniem jest chwila i miejsce odebrania sygnaléw.
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Rys. 2. W dwuwymiarowej
czasoprzestrzeni mamy jeden wymiar
przestrzenny x i wymiar czasowy t.
Zdarzenie C' to jednoczesna rejestracja
sygnaléw od dwéch satelitéw. Na
podstawie tresci sygnaléw mozna okreslié,
gdzie i kiedy zostaly one wyslane przez
satelity, czyli okresli¢ w czasoprzestrzeni
zdarzenia A i B. Poniewaz wiemy, ze
$wiatto rozchodzi sie w czasoprzestrzeni
po stozkach, mozemy znalezé wspélrzedne
zdarzenia C jako przecigcie dwéch
stozkéw. Przy czym w dwéch wymiarach
stozek to dwie linie proste

Pierwsza bezposrednia detekcja
promieniowania grawitacyjnego miata
miejsce w 2015 roku (Prosto z nieba,
A?G), sto lat po sformutowaniu OTW
przez Einsteina.

Geometrycznie problem ten sprowadza sie do znalezienia punktu przecigcia
czterech tréjwymiarowych stozkéw (po ktérych rozchodza sie z predkoscia
$wiatla sygnaly z satelitéw) zanurzonych w czterowymiarowej czasoprzestrzeni.
Na rysunku przedstawiona jest uproszczona sytuacja wyznaczania potozenia

w dwuwymiarowej czasoprzestrzeni (jeden wymiar przestrzenny plus czas).

W takim przypadku wystarcza dwa satelity, a stozek $wietlny jest para
prostych. W tréjwymiarowej czasoprzestrzeni (dwa wymiary przestrzenne plus
czas) potrzebowaliby$my trzech satelitéw, a stozki bylyby dwuwymiarowymi
powierzchniami zanurzonymi w tréjwymiarowej czasoprzestrzeni, czyli
wygladatyby tak, jak zwykle wyobrazamy sobie stozek.

Warto podkresli¢, ze system pozwala wyznaczy¢ polozenie w trzech wymiarach
przestrzennych — nie tylko dtugosé¢ i szerokos$é geograficzna, ale tez wysokosé
nad poziomem morza. Przydaje si¢ to na przyktad paralotniarzom rejestrujacym
trase swojego lotu w trzech wymiarach, ale nie tylko im.

Diabel tkwi w szczegotach. Przettumaczyliémy problem wyznaczania pozycji
na prosty problem geometryczny, ale niestety pomingliSmy w tym thumaczeniu
pewne istotne szczegbly. STW uczy nas, ze jezeli zegar wzgledem nas sie
porusza, to chodzi wolniej niz identyczny zegar spoczywajacy wzgledem nas.
Zjawisko to nosi nazwe dylatacji czasu i oznacza, ze z naszego punktu widzenia
zegar atomowy na pokladzie poruszajacego sie¢ satelity chodzi wolniej niz
identyczny na Ziemi. Algorytm wykonujacy obliczenia oczywiscie uwzglednia te
poprawke, poniewaz gdyby jej nie bra¢ pod uwage, to powodowaloby to istotne
bledy w pozycjonowaniu.

Okazuje sie jednak, ze oprécz dylatacji czasu algorytm musi uwzgledniaé jeszcze
jedng poprawke, pochodzaca tym razem od OTW. Chodzi o to, ze zegar na
poktadzie satelity krazy w obszarze stabszego pola grawitacyjnego niz zegar
stojacy na powierzchni Ziemi, w dodatku znajduje sie w stanie niewazkosci.

W pewnym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze pole grawitacyjne spowalnia
bieg zegaréw. Oznacza to, ze grawitacja powoduje, ze zegar na powierzchni
Ziemi chodzi wolniej niz ten na orbicie. Poprawka pochodzaca z OTW jest wiec
przeciwna do tej pochodzacej od STW!

Dla systemu GPS poprawki relatywistyczne sg rzedu 10719, przy

czym poprawka od OTW jest okolo sze$¢ razy wigksza niz ta od STW.
Uwzgledniajaca oba efekty wypadkowa poprawka réwna jest okoto 38 1s na
dobe (co po pomnozeniu przez predkosé swiatla daje okoto 11,4 km bledu po
jednej dobie dzialania systemu). Dopiero po uwzglednieniu tej poprawki (oraz
innych niezwiazanych z teorig wzglednosci) pozycjonowanie daje poprawne
wyniki. A co by bylo, gdyby Einstein (ani nikt inny) nie odkryl OTW? Technika
rakietowa moglaby sie rozwija¢ bez zadnych przeszkoéd. Ludzkosé bylaby

w stanie wysyla¢ satelity na orbite. Do budowy zegaréw atomowych réwniez
nie jest potrzebna znajomos¢ OTW. Po wystaniu zegaréw atomowych na

orbite zobaczyliby$Smy, ze chodza inaczej niz powinny, i nie potrafilibySmy tego
wyjasnié. Zapewne wtedy kto§ wpadlby na pomyst, ze to grawitacja wpltywa na
tempo uplywu czasu, i OTW zostalaby predzej czy pézniej odkryta. Ciekawe
jest jednak to, ze OTW przewidywala te efekty na dlugo przed wystaniem

w kosmos pierwszego satelity. Wysylajac po raz pierwszy zegar atomowy na
orbite, ludzie spodziewali sie, ze bedzie chodzil szybciej niz identyczny na Ziemi,
a pomiary tylko potwierdzily te przewidywania.

Co jeszcze? OTW przewidziala znacznie wiecej. Oparty na OTW teoretyczny
opis czarnych dziur pojawit sie znacznie wczesniej, niz astronomowie znalezli
jakiekolwiek obserwacyjne przestanki wskazujace na ich istnienie. Diugo trwaly
spekulacje, czy takie obiekty rzeczywiscie istnieja. Teraz proces zlewania sie
czarnych dziur obserwuje si¢ bezpoérednio, rejestrujac generowane w nim fale
grawitacyjne, ktérych istnienie rowniez przewidziane byto przez OTW w czasach,
kiedy jego detekcja byta technicznie niemozliwa. Fakt, ze teoria, do ktérej
sformutowania Einstein doszedl w wyniku czysto teoretycznych rozwazan,
przewidziata tak wiele rzeczywiscie zachodzacych we Wszechswiecie zjawisk,
fascynuje kolejne pokolenia fizykdw.
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Jak Einstein na to wpadl? Isaac Newton, oddajac szacunek swoim
poprzednikom, powiedziat podobno: ,Jesli widze dalej, to tylko dlatego, ze stoje
na ramionach olbrzyméw”. Na ramionach jakich olbrzymow stanat Einstein,
zeby spojrzeé¢ az tak daleko? Praca Einsteina o STW z 1905 roku nosita tytut

O elektrodynamice cial w ruchu. To wlasnie rozwazania zawarte w tytule pracy,
dotyczace elektrodynamiki klasycznej, doprowadzity go do sformutowania STW.
W sformutowanej 10 lat p6zniej OTW postuzyt sie z kolei narzedziami geometrii

rézniczkowej — abstrakcyjnej i malo wéwczas popularnej dziedziny matematyki.

Elektrodynamika klasyczna. Anegdota glosi, ze
William Ewart Gladstone, bedac kanclerzem skarbu
brytyjskiego rzadu w latach piecdziesiatych XIX wieku,
odwiedzil kiedys$ laboratorium Michaela Faradaya.

Zapytal wtedy o praktyczne zastosowania elektrycznosci.

Faraday odpowiedzial, Zze nie wie, jakie one beda, ale
ze ,zapewne pewnego dnia bedzie pan od tego pobieral
podatki”. Prawo indukcji odkryte przez Faradaya

w 1831 roku pozwolito mu zbudowaé pierwsza pradnice,
a potem silnik elektryczny. Jednak na poczatku nie
doceniono potencjatu, jaki mialy w sobie te odkrycia.

Jeszcze na poczatku XIX wieku nie zdawano

sobie sprawy, ze jest jakikolwiek zwiazek miedzy
elektrycznoscia i magnetyzmem. Przed odkryciem
pradnicy przez Faradaya prad elektryczny wytwarzano,
wykorzystujac skonstruowane przez Alessandro Volte
stosy elektryczne. Badania @Orsteda, Biota, Savarta

i Ampeére’a pokazaly, ze prady elektryczne oddziatuja

z magnesami i ze soba nawzajem. Ostatnia cegietke do
tej uktadanki dodal James Clerk Maxwell, zauwazajac,
ze nie tylko przewodniki z pradem sa Zrédtem pola
magnetycznego (prawo Ampere’a), ale jest nim réwniez
zmienne pole elektryczne. Réwnania opisujace pole
elektromagnetyczne, bedace zwienczeniem kilkudziesieciu
lat badan — nosza teraz nazwe rownan Maxwella —
zostaly opublikowane w 1865 roku. Maxwell wykazal
nastepnie, ze z jego réwnan wynika istnienie fal
elektromagnetycznych (jak uwazal wtedy, rozchodzacych
sie w tzw. eterze), ktérych predkosé doskonale zgadzala
sie z mierzong wéwczas predkoscia Swiatla.

Teoretyczne badania Josepha Larmora, Hendrika
Lorentza i Henriego Poincaré z przetlomu XIX

i XX wieku doprowadzity do odkrycia, ze réwnania
Maxwella nie zmieniaja swojej postaci, jezeli
wspolrzedne przestrzenne i czas zmienig sie wedlug
przepisu zwanego obecnie transformacjqg Lorentza.
Pierwotnie probowano ja interpretowaé jako
transformacje z uktadu spoczywajacego wzgledem eteru
do uktadu poruszajacego sie wzgledem eteru.

Geometria rézniczkowa. W 1854 roku Bernhard
Riemann mial wygtosi¢ swéj wyktad habilitacyjny. Jak
pisze Marek Kordos w swojej ksiazce ,,Wyklady z historii
matematyki”, Carl Friedrich Gauss zazyczyt sobie, zeby
Riemann, ktéry w swojej pracy zajmowal sie gtéwnie
analizg, przygotowal dla odmiany co$ z geometrii.

Badania nad tzw. geometriami nieeuklidesowymi byty
prowadzone juz wczesniej. Sam Gauss rozwijal teorie
zakrzywionych powierzchni zanurzonych w przestrzeni
trojwymiarowe]j. Istniata przepigkna geometria
Bolyaia—F.obaczewskiego (mozna o niej poczytaé w Afg).
Jak sie pézZniej okazalo, wszystkie te geometrie sa
przyktadami, ktére mozna opisa¢ w jezyku geometrii
Riemanna. Riemann wprowadzil pojecie rozmaitos$ci,
czyli obiektu w pewnym sensie pozszywanego z malych,
prawie euklidesowych tatek, tak jak typowa pitke nozna
zszywa sie z wielu prawie ptaskich kawaltkéw skory,
otrzymujac powierzchnie sferyczna. W ten sposéb mozna
uzyskaé w zasadzie dowolny gladki (tzn. bez zagiec)
ksztalt, i to nie tylko dwuwymiarowej powierzchni.
Rozmaitosci moga mie¢ dowolny wymiar, np. 3 lub 4
(jak czasoprzestrzen).

Riemann zauwazyl, ze rozmaito$¢ mozna opisywac
(lokalnie) za pomoca dowolnych wspélrzednych,
niekoniecznie takich, ktére odzwierciedlaja relacje
geometryczne pomiedzy punktami. Na przyklad
odleglos¢ moze by¢ skomplikowang funkcja
wspolrzednych punktéw. Niezaleznie od tego, w jakim
ukladzie wspoélrzednych ja obliczamy, powinno zawsze
wychodzi¢ tyle samo. Wprowadzil wiec sposob mierzenia
dtugosci i katéow miedzy wektorami na rozmaitosci, czyli
metryke Riemanna.

Wyktad Riemanna nie wzbudzil na poczatku duzego
zainteresowania. Zostal opublikowany dopiero po
kilkunastu latach przez fizyka Hermana Helmholtza.
Rozwijaniem geometrii Riemanna zajeli si¢ nastepnie
Wiosi (dlatego w podrecznikach OTW pojawiaja

sie nazwiska: Ricci, Bianchi czy Levi-Civita), ktérzy
rozwingli réwniez tzw. rachunek tensorowy.

Co dalej? Einstein zrozumial, ze eter nie jest falom elektromagnetycznym do
niczego potrzebny i ze transformacja Lorentza jest poprawna transformacja
pomiedzy poruszajacymi sie wzgledem siebie obserwatorami. Tak powstala
STW. Nastepnie Einstein wprowadzil opis grawitacji jako zakrzywienia
czasoprzestrzeni, a do opisu tej krzywej geometrii uzyt jezyka zaadaptowanej
odpowiednio geometrii rézniczkowej i rachunku tensorowego. Tak powstata
OTW. Opisane poprawki do pozycjonowania GPS biorg sie wlaénie stad,

ze czasoprzestrzen, w ktérej poruszamy si¢ my i satelity, jest rozmaitoscia
zakrzywiona, a nie euklidesowa. Pamietajmy o tym, kiedy smartfonowa

Wiegcej o historii eteru i STW mozna
przeczyta¢ w artykule Michata
Tarnowskiego A?s-
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nawigacja prowadzi nas na spotkanie ze znajomymi do pizzerii — moze
wymyslimy kolejne zastosowanie teorii wzglednosci.



