Informatyczny kacik olimpijski (132): XORanges

W tym odcinku oméwimy rozwiagzanie zadania XORanges, ktére pojawito sie
na trzecich zawodach European Junior Olympiad in Informatics (Maribor,
Slowenia).

XORanges: Dany jest cigg n liczb naturalnych a = (a1, az,...,a,) oraz

q poleceri dwdch typow. 1) Zmieri warto$é i-tego elementu. 2) Podaj wspdlezynnik
przedziatu ag, Gpy1, ..., ay. Wspolczynnik przedziatu ay, ag41, ..., a, obliczamy
w nastepujgcy sposéb: dla kazdego podstowa (spéjnego fragmentu) tego
przedziatu liczymy zor jego wartoSci, nastepnie xorujemy te wyniki, otrzymujgc
wspélezynnik przedzialu. Przykladowo wspdlczynnik przedziatu (a3, aq,as) wynosi
as @D as®as D (a3 D aqg) ® (ag D as) ® (az B ag D as). Zaproponuj algorytm, ktdry

jest w stanie mozliwie szybko wykonacé wszystkie polecenia podane na wejsciu.

Na poczatku przyjmijmy, ze polecenia typu 1) bedziemy
wykonywali w czasie O(1) poprzez zmiang wartosci a;.
Zatem zajmijmy sie odpowiedziami na polecenia

typu 2). Zalézmy, ze chcemy obliczyé wspdlezynnik

Gz, Qz41,- - -, 0y. Na potrzeby artykulu wprowadzmy kilka
oznaczen. Niech:

o [a,-; aj] oznacza (:1an (ai, Qjp1y-0 ey Gj—1, aj),
e ,zor podstowa [a;; a;]” oznacza wartosé
ai@ai+1@...@aj_169aj.

Rozwigzanie O(q - n?)

Pierwsze rozwiazanie polega na obliczeniu zora kazdego
z @ podstéw, gdzie d = y — x + 1 i oznacza dlugosé
przedzialu [z;y]. Obliczenie zora podstowa odbywa sie
za pomoca metody naiwnej, polegajacej na przejéciu

po wszystkich elementach. Na koniec zorujemy powyzsze
wyniki. Rozwiazanie dla jednego polecenia dziala

w czasie O(n?), zatem caltkowita ztozono$é to O(q - n?).

Rozwigzanie O(q - n?)

W tym rozwiazaniu, podobnie jak wyzej, obliczymy

zor podstéw [az; a,] (dla wszystkich « < 2’ <y’ <)

niezaleznie. Jednak tym razem, zamiast naiwnej metody,

skorzystamy z obserwacji, ze:

Az D ag41 D ... D ay =8y D Syr—1,

gdzie s, = a1 B as @ ... D a;. Ciag s = (S0, 51,52, ,5n)

ma analogiczng konstrukcje do ciagu sum prefiksowych

i mozemy go wygenerowaé¢ w czasie O(n). Ot6z so = 0,

za$ s; = s;—1 D a; (dla i > 0). W ten sposéb otrzymalismy

rozwigzanie dzialajace w czasie O(q - n?).

Rozwiagzanie O(q - n)

Przypomnijmy proste fakty:

e g® g =0 (dla g naturalnego),

e g0 =g (dla g naturalnego),

e @ jest operacja taczna i przemienna.

Na podstawie powyzszych faktéw mozemy zauwazyc¢,

ze do obliczenia wspélczynnika przedziatu wystarczy

znaé parzystosé liczby wystapien kazdego elementu

w wyrazeniu je opisujacym. Przykltadowo:

az®as ®as ® (a3 ® ag) ® (a4 D as) ® (a3 D ag ® as) =
= a3 @ as,

gdyz as 1 a5 wystepuja nieparzyscie wiele razy w calym

wyrazeniu, za$ a, wystepuje parzyscie wiele razy.

Zastanéwmy sie, ile razy a; (dla z < i < y) wystepuje

we wzorze opisujacym wspoélczynnik przedziatu [ag; ay].
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Innymi slowy chcemy obliczy¢, w ilu podstowach
wystepuje a;. Niech f; oznacza te wartos¢. Otéz
poczatkiem takiego podstowa moze by¢ element
o numerze z przedziatu [z; 4], koficem za$ element
o numerze z przedziatu [i;y].

y—i+1
Ay oo vy A1, Ajy Qg1+ -+, Ay
—_—————
1—x+1

Zatem f; = (i —xz + 1)(y — i + 1). Wspélczynnik
przedzialu to zor zbioru {a; |z < i <y i f; jest
nieparzyste}. Wyznaczenie tego zbioru realizujemy
w czasie O(n). Zatem cale rozwiagzanie dziala

w czasie O(q - n).

Rozwigzanie O(n + ¢ - log(n))

Przed nami rozwiazanie wzorcowe. Polecenie 1)
bedziemy wykonywali nieco inaczej niz poprzednio, ale
najpierw opiszemy operacje 2).

Przeanalizujmy parzystosci elementow ciagu f. Ot6z

fi jest nieparzyste, je$li (i —z+1)i(y—i+1) sa
nieparzyste. Stad f; jest nieparzyste wtedy i tylko wtedy,
gdy x,y,1 sa tej samej parzystosci. Zatem jesli z iy sa
réznej parzystosci, to odpowiedzia jest 0. W przeciwnym
przypadku odpowiedzia jest:

Ay D Cp42 D Ar4a D ... Day_2Day.

Chcemy szybko znajdowaé¢ warto$¢ powyzszego
wyrazenia. Zauwazmy, ze jest to zor elementow

na pozycjach parzystych lub nieparzystych ciagu [az; a,].
Niech zatem:

N __
®a f(a1,07a3,0,a570,a7,0,...),

P
e a = (0,&2,0,@4,0,&6,0,0,8, .. )

Wéwczas dla x parzystego odpowiedzia jest
af @ afH H...P ai, za$ dla x nieparzystego
odpowiedzig jest a) @ al,, ®... & a).

Zbudujmy dwa drzewa przedzialowe. Lisémi pierwszego
z nich niech bedg wartoéci ciagu a®, za$ li$émi drugiego
niech beda wartosci ciagu a”. Pozostate wezty beda
przechowywaly zor wartosci dzieci. Taka struktura
pozwala w czasie O(log(n)) znajdowaé zor przedziatu
oraz w tym samym czasie obstugiwaé¢ operacje zmiany
wartodci elementu (polecenie typu pierwszego). Zatem
cale rozwiazanie dziala w czasie O(n + ¢ - log(n)).
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