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Tréojmian kwadratowy  Bartlomiej BZDEGA

Ustalmy liczby rzeczywiste a, b i ¢, przy czym a # 0. Wyrazenie az? + bz + ¢
nazywamy trojmianem kwadratowym zmiennej x o wspélczynnikach a, b i c,
natomiast funkcje f(z) = ax? + bx + ¢ — funkcjq kwadratowq.

Trojmian kwadratowy mozna zapisaé¢ nastepujaco:

ar’ +br+c = alx—p?+q =
—— —_————

postaé normalna

a(x — 1) (z — x2),

postac¢ kanoniczna postaé iloczynowa
)

gdzie A = b* —dac, p= 52, ¢= 7=, 1 :%7 1’2:% (oile A >0).
Dowdd, ktory polega na zwyklym przemnazaniu, wspanialomys$lnie pomijamy.

Kazda z powyzszych postaci ma swoje unikalne zastosowania. Posta¢ kanoniczna
méwi nam, ze funkcja kwadratowa przyjmuje warto§é najmniejsza (gdy a > 0) lub
najwieksza (gdy a < 0) réwna ¢ dla argumentu = = p. Te postaé¢ wykorzystujemy
w zadaniach 2 i 4. Postaé iloczynowa jest pomocna w zadaniu 10.

Wyzej okreslone liczby 21 i 2 nazywamy pierwiastkami tréjmianu
kwadratowego ax? + bx + c. Sa to miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x) =

= ax? + bx + ¢ — jest jasne (postaé iloczynowa), ze f(x1) = f(z2) = 0. Jedli A >0,
to tréjmian ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste. Jedli A = 0, to jeden (z1 = z3).
Jesli A < 0, to trojmian nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Warto jeszcze wspomnieé, ze funkcja kwadratowa jest ciagla, wiec ma wlasnosé
Darbour — jezeli y1 < yo sa wartoéciami pewnej funkcji kwadratowej, to wszystkie
liczby rzeczywiste z przedzialu [y1,y2] tez sa jej wartosciami. Korzystamy z tego
w zadaniach 31 9.

Poréownujac postac¢ iloczynowa i normalng, otrzymamy 1 + xo = —g ixiwe = £.
Sa to wzory Viete’a, ktorymi warto sie postuzy¢ w zadaniach 1, 51 7.

Zadania

1. Liczby rzeczywiste 1 < x5 i y1 < y2 spelniaja réwnosci x1 + 22 = y1 + Yo
oraz r1xy = y1y2. Udowodnié, ze x1 = y1 i T2 = yo.

2. Niech ay,as,...,a, beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Dla jakiego x
wartosé funkcji

f@)=@—a)*+(@—a)*+...+ (x—a,)?

jest najmniejsza?

3. Liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniaja nieréwnosé (a + b+ ¢)c < 0, przy czym
a # 0. Wykazaé, ze b > 4ac.

4. Niech T(z) = 22 + 4z + 2. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania
T(T(T(x))) =0.

5. Wyznaczyé wszystkie pary (b, ¢) liczb rzeczywistych, dla ktérych tréjmian
kwadratowy 2 + bz 4+ ¢ ma dwa rézne pierwiastki i sa nimi b i c.

6. Wrykorzystujac funkcje kwadratowa

f(x) = (a2 4+ b1)* + (agx +b2)* + ... + (anx + by)?,
udowodni¢ nieréwnosé¢ Cauchy’ego—Schwarza
(a3 4+a3+...+a2)? +b03+...+b2) = (ar1by + agby + ... + anby)*.

7. Liczby m, n oraz mTZ + %2 sa catkowite. Udowodnié, ze liczba mTz réwniez jest
catkowita.

8. Funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bz + ¢ spelnia dla kazdego = € [—1,1]
nier6wno$é | f(x)| < 1. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa warto$é wyrazenia
|al + [b] +[c].

9. Rozwazmy tréjmiany kwadratowe f(z) =22 + bz +c1 i g(z) = 22 + box + c2,

ktorych wspdlezynniki sa rzeczywiste i spelniaja warunek

(CQ — 61)2 + (b1 — bg)(blcg — C1b2) < 0.

Dowiesé, ze tréjmiany f i g maja obydwa pierwiastki rzeczywiste, a kazdy

z nich ma jeden pierwiastek lezacy na osi liczbowej pomiedzy pierwiastkami

drugiego.

Liczba trzycyfrowa, w ktorej a jest cyfra setek, b — cyfra dziesiatek,

a ¢ — cyfra jednodci, jest pierwsza. Dowieéé, ze b2 — 4ac nie jest kwadratem

liczby naturalnej.

10.

24



