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Rozwigzanie zadania M 1615.
Wskazemy bijekcje miedzy zbiorami
rozwigzan przedstawionych w zadaniu
nieréwnosci. Zaltézmy, ze liczby catkowite
ai,...,an spelniajg Zn la;| < m.

i=1
Mozemy na dwa sposoby wskazaé ag # 0
takie, ze Z:L—o la;| = m + 1. Kazdy ciag
(n + 1) liczb spelniajacy te réwnosé (oraz
ap # 0) mozemy podzieli¢ na bloki, czyli
fragmenty postaci (z,0,...,0), gdzie
x # 0. Jesli dlugosé takiego bloku to k, to
przyporzadkujemy mu blok (y,0,...,0)
dlugosci |z|, gdzie |y| = k oraz y jest tego
samego znaku, co z. Wykonujac te
operacje na wszystkich blokach,
dostaniemy ciag bo, ..., b, gdzie
Z:io [bi] =n+11iby # 0, co daje nam
ciag liczb catkowitych by, ...bm,
spelniajacy E:’Ll b; < n. Nietrudno
przekonac sie, ze przedstawione
przeksztalcenie jest wzajemnie
jednoznaczne, co koniczy rozwigzanie.

Systemy pozycyjne w trikach karcianych
Karol GRYSZKA*

Pokazy iluzjonistyczne nacechowane sg elementami odwracajacymi uwage,

nadzwyczajna zwinnoscia, sprawnoscig ruchows lub rachunkowa iluzjonisty. Dla
nas, matematykdéw, najciekawsze sa oczywiscie te wykorzystujace pewne aspekty
matematyki. Przedstawimy kilka trikéw, ktore taczy wspdlne ogniwo — systemy

pozycyjne.

Przypomnijmy, ze kazda liczbe naturalna N mozna zapisa¢ w systemie
o podstawie n w nastepujacy sposéb:

N=b0+bln+bgn2+b3n3+...,

gdzie by, € {0,1,...,n — 1}. Na przyklad liczbe 15 z systemu dziesietnego
»przettumaczymy” na binarny (dwéjkowy) jako 1111(9), tj. 15(109) = 11119 (liczby
w indeksach dolnych wskazuja na podstawe systemu). W systemie o postawie 3
mamy 15(10) = 120(3)

Trik 1. — Bereniko, prosze o wybranie jednej liczby z przedziatu od 1 do 15 —
rzekt iluzjonista do ochotniczki.

— Juz wybratam — odpowiedziala po chwili.

— A teraz prosze o wskazanie, na ktorych kartach jest Twoja liczba.

— Hmm. .. — zamyslila sie na chwile. — Jest na pierwszej, trzeciej i czwartej.

— Ach, fantastycznie! Wybrata$ 13 — odpowiedzial niezwlocznie iluzjonista,
wywolujge tym samym zachwyt ochotniczki.
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W jaki sposéb iluzjonista odgadt liczbe? Zasadniczo nie jest potrzebna
znajomo$é systeméw pozycyjnych, aby wykonaé te sztuczke. Liczby na kartach
sg tak dobrane, ze niezaleznie od tego, jaka liczbe wybierze Berenika, wskazane
przez nia karty determinuja zawsze tylko jedna liczbe. Z drugiej strony
znajomo$¢ systemow pozycyjnych pozwala ten trik usprawnié¢ oraz modyfikowac.

Spéjrzmy na liczby stojace w lewym gérnym rogu kart wskazanych przez
Berenike — ich suma jest réwna wybranej liczbie. Ochotniczka wskazalta karty,
liczac od lewej, pierwsza, trzecia i czwarta, wigc iluzjonista wykonuje 1 +4 + 8
i tym sposobem otrzymuje 13. Gdyby Berenika wybrata 10, wskazalaby karty
druga i czwarta — iluzjonista wykonujac dzialanie 2 4 8, ,,odgadiby” jej liczbe bez
problemu.

No dobrze, ale skad sie wziely wlasnie takie liczby na poszczegdlnych kartach?
Pierwsza karta zawiera te liczby, ktére w systemie dwojkowym maja ostatnia
cyfre z prawej strony réwna 1. Druga karta — wszystkie liczby maja druga
cyfre od prawej réwna 1 (w systemie dwojkowym). Trzecia karta zawiera
liczby, ktérych trzecia cyfra od prawej jest réwna 1 (w systemie dwdjkowym).
I analogicznie czwarta karta. W ten sposéb kodujemy wszystkie liczby

z przedziatu od 1 do 15.

Trik 2. — Alfredzie, odrzué z pelnej talii 25 kart. Z pozostalych wybierz
jedng © zapamietaj jg. To bedzie Twoja karta. Nie pokazuj jej nikomu. Ty
za$, Bereniko, powiedz swojqg ulubiong liczbe z przedzialu od 1 do 27 — prosi
iluzjonista.

Alfred wykonugje instrukcje i po chwili oddaje iluzjoniscie 27 kart.

— Wybralam liczbe 6 — dodaje Berenika.

— Doskonale. Podziele teraz karty na trzy rowne stosy, figurami do gory. Gdy
to skoncze, wskaz stos, w ktorym jest Twoja karta — iluzjonista zwrocil sie do
Alfreda, po czym ulozyl stosy.

— Tutaj — Alfred wskazal na jeden z nich.
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Rozdanie

2

Kod
1
0 —— 000
1 — 001
2 — 002
0 —— 010
1 — 011
2 — 012
0 —— 020
1 — 021
2 — 022
0 — 100
1—101
2 — 102
0 — 110
1—111
2 — 112
0 — 120
1—121
2 — 122
0 —— 200
1—— 201
2 — 202
0 — 210
1—211
2 — 212
0 — 220
1—221
2 — 222

Nastepnie iluzjonista jeszcze dwukrotnie rozlozyl wszystkie karty na trzech
stosach i prosit o wskazanie tego, na ktérym byla karta Alfreda.

— Bereniko, podaj nam raz jeszcze swojg liczbe!

-6 — odpowiedziala.

— Patrzcie uwaznie, moi drodzy! — rzekl magik, po czym zaczql odliczac karty
i szosta, ktorg wylozyl, byla tg wybrang przez Alfreda.

W jaki sposoéb iluzjonista umiescit karte we wladciwym miejscu? Przyjrzyjmy sie
schematowi przedstawionemu na marginesie. Kolumna z nagtéwkiem ,Kod” to
liczby od 0 do 26 zapisane w systemie tréjkowym. Kolumna ,,Rozdanie” opisuje
mozliwe ultozenia kazdej karty w kolejnych rozdaniach. Jak przebiegaja rozdania
i co wlasciwie robi iluzjonista?

Przebieg sztuczki dla iluzjonisty zaczyna si¢ od pomniejszenia liczby Bereniki

o 1 (stad w prawej kolumnie zapis liczb od 0 do 26) — otrzymuje 5. Nastepnie
przedstawia te liczbe w systemie tréjkowym: 519y = 012(3) (zapis uzupetniamy
zerami z lewej strony tak, aby otrzymaé trzy cyfry). Czyta cyfry tej liczby od
prawej do lewej (a wiec odczytuje kolejno 2, 1 oraz 0) i kazdej przyporzadkowuje
pozycje: gbéra — 0, Srodek — 1 oraz dét — 2. Tlugjonista doktada po kolei jedna
karte na lewy stos, jedna na $srodkowy, jedna na prawy i tak dalej. Gdy wylozy
juz wszystkie i Alfred wskaze stos z jego karta, iluzjonista zbiera stosy i uklada
je w taki sposéb, by stos z karta Alfreda znalazt si¢ w pozycji odpowiadajacej
kolejno przeczytanym cyfrom. Czyli: pierwsza przeczytana cyfra to 2, a wiec
po pierwszym rozdaniu iluzjonista umieszcza stos z karta Alfreda na spodzie.
Analogicznie w pozostalych rozdaniach: po drugim — w $érodku i po trzecim —
na gorze.

Przesunigcie na sam dot stosu, ktory jako pierwszy wskazat Alfred, spowoduje,
ze jego karta trafi do ,,puli” liczb, ktérych pierwsza od lewej cyfra jest 2 (patrz
schemat, kolumna ,Rozdanie 17). Ulozenie kart w drugim rozdaniu redukuje
lokalizacje karty do miejsc, w ktoérych kodzie druga cyfra jest 1 (sa to wiersze 6,
15 i 24, czyli liczby 0123, 1123y oraz 212(3)). Wreszcie — utozenie ich po trzecim
rozdaniu wskazuje pozycje szdsta i liczbg 012 3.

Poniewaz jest dokladnie 27 réznych liczb trzycyfrowych w systemie tréjkowym,
to kazda z pozycji 0-26 jest opisana jednoznacznie.

Trik 3. — Bereniko, wybierz z pelnej talii kart jedng dowolng i zapamictaj jq.
Alfredzie, tym razem powiedz na gltos jedng wybrang liczbe z przedziatu od 1
do 52.

— Gotowe — odpowiada Berenika.

— Wybralem 45 — dodaje po chwili Alfred.

— Swietnie! Bereniko, polés teraz swojq karte na wierzch stosu.

Tluzjonista zrecznie tasuje kilkukrotnie karty, po czym cierpliwie je odlicza

i pokazuje, Ze na pozycji numer 45 jest wybrana przez Berenike karta.

Sekret polega na sposobie tasowania kart — tak zwanych idealnych tasowaniach.
Jest to dos¢ trudna sztuka, polegajaca na podzieleniu calego pliku kart na

dwa réwne stosy (po 26 kart kazdy) i takim ich potasowaniu, aby karty
potasowanej talii ulozone byly naprzemiennie po jednej z kazdego stosu. Ponizej
przedstawiamy dwa mozliwe schematy takiego tasowania dla 10 kart.
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Liczbg 101100(5) mozna przeksztalci¢ do
zapisu w systemie dziesietnym
standardowo, to jest

1011002y = 1-2° +1-2% +1.2°
=32+8+4=44,

ale mozna réwniez czytacé liczby od lewej
do prawej i, zaczynajac od zera, za
kazdym razem podwajacé liczbe
(wczedniejszy wynik) i dodaé przeczytang
wlasnie liczbe. Mamy kolejno: 0;
2.0+41=1;2-140=2,2-2+4+1=25;
5.24+1=11;11-2+0 = 22;

22.2+40 = 44.

Iloé¢ tasowan dla dowolnej talii N kart
nie przekroczy liczby [log, NT.

* Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Wiecej o modelu ak135 w A?g.

W jaki sposéb iluzjonista wykorzystuje taka technike? Podobnie jak

w poprzednim triku od wybranej liczby odejmuje 1, tym razem jednak
przedstawia tak otrzymang liczbg w systemie dwojkowym: 4419y = 101100(3.
Nastepnie wykonuje serie tak zwanych O-tasowari lub 1-tasowanl (patrz rysunek
na dole poprzedniej strony). W 0-tasowaniu karty z gérnej polowy stosu
umieszczane sg na miejscach nieparzystych z zachowaniem ich kolejnosci

w potasowanym pliku; w 1-tasowaniu gérna potowa zajmuje odpowiednio
pozycje parzyste. Iluzjonista wykonuje serie 0-tasowan i 1-tasowan zgodnie

z kolejnymi cyframi rozwiniecia dwdjkowego, od lewej do prawej. Przy
wyborze Alfreda wykona zatem kolejno 1-tasowanie, O-tasowanie, 1-tasowanie,
1-tasowanie, 0-tasowanie i 0-tasowanie.

Sekret dziatania triku ukryty jest w zapisie liczby w systemie dwdjkowym

i wlasciwej obserwacji tego, co doktadnie robia tasowania z kartami. Zauwazmy,
ze 0-tasowanie podwaja liczbe kart nad kazda z kart gbérnej czesci stosu, zas
1-tasowanie podwaja i dodaje jeszcze jedna nad. Doktadnie to samo dzieje

sie, gdy ,tlumaczymy” zapis binarny na dziesigtny, czytajac cyfry od lewej

do prawej: czytajac 0 podwajamy liczbe; czytajac 1 podwajamy i dodajemy 1.
W opisanym przykladzie karta na wierzchu ma 0 kart nad soba. Po pierwszym
tasowaniu bedzie miata 1 karte, po drugim 2, po trzecim 5 i tak dalej, zgodnie
z ponizszym schematem:

0531323853511 %522 8% 44,
Ostatecznie nad karta beda 44 inne i iluzjonista moze spokojnie rozpoczaé
odliczanie.

W tym triku, w odréznieniu od poprzedniego, liczba tasowan jest zmienna
i zalezy od tego, ile cyfr ma reprezentacja binarna liczby.

Na zakonczenie Czytelnik zapoznany z powyzszymi sztuczkami pewnie nie
bedzie zaskoczony tym, ze Trik 1. mozna uogdlni¢ na wiecej kart i szerszy
zakres liczb, Trik 2. na liczbe kart postaci n*, gdzie n, k > 2 (ile wtedy bedzie
rozdani i na ile stos6w?) oraz Trik 3. na dowolna (!) liczbe kart. Szczegoly
pozostawiamy do samodzielnego opracowania i zyczymy milego zaskakiwania
kolegéw, kolezanek czy rodzicéw w réznych okolicznosciach.

Dryfujace kontynenty
Marek GRAD*

Kontynenty sprawiaja wrazenie czego$ bardzo stabilnego, stalego, niezmiennego.
Szczegoblnie w skali diugosci zycia czlowieka. W jezyku potocznym moéwi

sie nawet ,staly lad”. Tymczasem przemieszczenia wzdhuz uskokéw podczas
silnych trzesien ziemi wskazuja na istnienie ruchéw poziomych i pionowych,
potwierdzonych miedzy innymi dokladnymi pomiarami technika GPS.
Kontynenty poruszaly sie w przesztosci i poruszaja sie wspolczesnie.

Litosfera Ziemi dzieli sie na kilka wielkich plyt (np. plyta pacyficzna, plyta
euroazjatycka) uzupelnionych mozaika mniejszych plyt i mikroplyt (np. plyta
arabska, plyta karaibska, plyta Scotia). Ich granice pokrywaja sie ze strefami

o duzej aktywnosci sejsmicznej. Badania wnetrza Ziemi za pomocag fal
powierzchniowych pokazuja, ze struktura do glebokosdci 300 km jest bardzo
zréznicowana. Na rysunku 1 (okladka) przedstawione zostaly rozklady predkosci
sejsmicznych fal S w stosunku do referencyjnego modelu ak135 dla dwéch profili:
réwnoleznikowego i potudnikowego. Dodatnie anomalie predkosci AVgs/Vg
oznaczaja wieksze predkosci fal w oérodku chlodniejszym (litosfera), podczas

8



