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Fakt ten nie jest prawdziwy w wymiarach
wyzszych niz 2.

Historia pewnego trenera
Janusz SCHMUDE*

Czy pokazujac poprawnos¢ algorytmu, warto siegnaé¢ po matematyczne
twierdzenia? Jak najbardziej! Przekonamy sie o tym, rozwazajac problem
zbalansowanego rozwoju w 2-wymiarowych systemach dodawania wektoréw
(Vector Addition Systems — VAS), ubrany w historyjke o zawodniku i trenerze.

Rozwazmy trenera, ktory trenuje jednego zawodnika. Co pewien czas, na
przyklad co 3 miesiace, trener musi wybra¢ metode treningowa na kolejny okres
z pewnej skonczonej puli metod A. W tym celu korzysta z pomocy symulatora,
w ktérym moze sprawdzié, jakie umiejetnosci bedzie miat dany zawodnik po
zastosowaniu metody X € A. Zalezy mu na znalezieniu takiego ciagu metod, aby
po ich kolejnym zastosowaniu zawodnik rozwinal sie w sposéb zbalansowany —
o tym, co przez to rozumiemy, za chwile.

Zaktadamy, ze zawodnik = jest w calosci opisany przez pare liczb naturalnych,
na przyklad: szybko$é, technika. Zalozymy réwniez, ze metody trenera

to wektory liczb catkowitych, a aplikacja metody do zawodnika powoduje
przesuniecie jego umiejetnosci o taki wlasnie wektor, o ile nie powoduje to
»zejscia” ktoregosd z parametréw ponizej zera.

Moéwimy, ze zawodnik z = (z1,z2) jest z calg pewnosciq lepszy lub réwny
zawodnikowi y = (y1, y2), co zapisujemy (z1,2z2) = (y1,y2), jezeli jest co najmnie;
tak samo szybki i wyszkolony technicznie, czyli gdy jednocze$nie x1 > y1 i o > yo.
Jezeli dodatkowo nie jest mu réowny, czyli z1 # y1 lub o # o, to piszemy x > vy,
na przyklad (500, 600) > (500,500). Uwazny Czytelnik od razu spostrzeze, ze
niektérzy zawodnicy sa nieporéwnywalni, na przyklad (600, 700) i (800, 500).
Powiemy, ze zawodnik rozwingl sie (w sposdb zbalansowany), jezeli stal sie

z cala pewnodcia lepszy. gciez’kg treningowq nazywamy dowolny ciag metod
treningowych T' = X7 X5 ... X,,, a efekt zastosowania kolejno metod X1, X, ...
dla zawodnika z bedziemy oznaczaé przez T'(x). Sciezke T nazwiemy rozwojowq
dla zawodnika z, jezeli po jej zastosowaniu rozwinal sie, czyli gdy T'(z) > .

Przyktad 1. Niech A = {4, B}, gdzie A = (4,—4), a B = (—2,4). Sciezka

T = ABB jest rozwojowa dla = (4,4), gdyz (4,4) 5 (8,0) 2> (6,4) 2 (4,8),
a (4,8) > (4,4). Nie jest ona rozwojowa dla y = (1,1), poniewaz w tym punkcie nie
mozna zastosowaé¢ metody A, gdyz yo + A2 = 1+ (—4) = —3 jest liczba ujemna.
Co wiecej, dla y nie ma zadnej $ciezki rozwojowej.

Sformulujemy teraz problem w sposéb Scisty i zaproponujemy algorytm, ktory
ma go rozwiazywac.

PROBLEM ZBALANSOWANEGO ROzwoOJU:
DANE WEJSCIOWE:

punkt (startowy) zg € N2,

skoriczony zbiér A par liczb catkowitych (wektoréw).
PYTANIE: czy istnieje taki ciag punktéow kratowych w éwiartce dodatniej
x1,%2, ..., %, € N? | ze dla kazdego i istnieje wektor A € A taki, ze Tiy1 =2, + A
oraz x, > To?
Najpierw podamy bez dowodu pewien lemat pomocniczy.
Lemat 1. Istnieje $ciezka rozwojowa z xg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
$ciezka rozwojowa z pewnego punktu xy, osiggalnego z xo (czyli takiego, zZe
xp = T(x0), dla pewnej Sciezki T ).
Majac na uwadze powyzszy lemat, bedziemy zajmowadé si¢ pytaniem, czy jest
punkt x; osiagalny z g, z ktérego istnieje $ciezka rozwojowa. Réwnowaznie:
szukamy $ciezki (g, x1, ..., x,) takiej, ze z) < z, dla jakiego$ 0 < k < n.
Algorytm. Konstruujemy kandydata na (zg, z1,...,%,) przez back-tracking,
czyli ,,jak nie wyjdzie, to zréb krok wstecz i péjdz w innym kierunku”: bedac
w punkcie x;, aplikujemy niezaaplikowana do tej pory w tym punkcie metode A
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Rozwigzanie zadania F 985.

Fale, ktére obserwujemy na morzu, to fale
grawitacyjne. Analiza wymiarowa pozwala
stwierdzi¢, ze predkosé c takich fal jest
proporcjonalna do pierwiastka z iloczynu
glebokosci wody h i przyspieszenia
ziemskiego g:

c o gh.

Wynika stad prawo zalamania na granicy
obszaréw o glebokosciach hi i ha:

sin (a (h1)) /hi
h,g.

sin (a (h2))
Oznacza to, ze wraz ze zmniejszaniem si¢
glebokosci wody maleje kat, jaki predkosé
fali tworzy z linia prostopadla do brzegu —
zakladamy, ze glebokos$é powoli ro$nie
wraz z oddalaniem si¢ od brzegu.
Predkosé fali dobiegajacej do brzegu jest
wiec do tego brzegu prostopadtla, a tym
samym grzbiet fali do brzegu réwnolegty.
Scile biorac, uzyta przez nas zalezno$é
predkosci fali od gltebokosci obowigzuje,
gdy glebokoéé jest znacznie mniejsza niz
diugosé fali, ale wlasnie taki przypadek
nas interesuje.

Rozwigzanie zadania F 986.
Sita dosrodkows podczas obiegu Ziemi
wokél Stonca jest sila przyciggania
grawitacyjnego Ziemia-Storice. Promien
kotowej orbity Ziemi oznaczmy jako r,
a masy Ziemi i Stonca, odpowiednio, jako
Mz i Ms. Mamy wowczas:

Am®Mzr  GM.M,
Stata grawitacji G mozemy wyznaczy¢ na
podstawie znajomo$ci przyspieszenia
ziemskiego g:

_9”?
v
a stosunek mas Stonca i Ziemi
Ms _ psR%
Mz~ pzR¥’
gdzie Rs = rd/2 oznacza promien Sloica,

a d = mw/360.
Mamy w ten spos6b komplet informacji
pozwalajacych wyznaczy¢ stosunek
gestosci Stonca do gestosci Ziemi:
4r’R 4-R-720°
= — = Tz ~ 0,31.
g -T2 (%) 10 - ™

Warto$é podawana w tablicach to 0,255.
Warto zauwazy¢, ze promienn Ziemi
wyznaczono juz w starozytnosci,

a pozostale dane uzyte w obliczeniach
kazdy z nas potrafi bez trudu wyznaczy¢
na podstawie prostych obserwacji.

ps
Pz

(o ile jest taka), otrzymujac kolejny punkt na $ciezce x;41 = x; + A. Gdy ,nie
wyjdzie”, czyli gdy ;41 jest mniejszy lub réwny pewnemu zj obecnemu juz na
Sciezce, robimy ,krok wstecz”, czyli usuwamy x;41 ze Sciezki i cofamy sie do ;.
Jezeli z kolei x;41 jest wiekszy od ktdregos xj obecnego juz na Sciezce, koniczymy
algorytm i zwracamy TAK, poniewaz Sciezka (zk, Tr+1,...,%i+1) jest rozwojowa
dla zy, (por. lemat 1). Jezeli algorytm nie moze wykonaé juz zadnego kroku,
zwraca NIE.

Przyktad 2. Rozwazmy nastepujaca instancje problemu: o = (8,0),
A={A,B,C,D}, gdzie A = (-5,5), B=(-4,3), C = (4,—6), D = (10, —6).
Wéwecezas stosujac powyzszy algorytm, otrzymujemy drzewo Sciezek

(4,0)  (10,0)

Sciezki A nie da sie kontynuowaé; w A nie ma wektora, ktéry po dodaniu do
(3,5) mialby obie wspélrzedne nieujemne. Z kolei BBC prowadzi do mniejszego
punktu. Wreszcie BBD prowadzi do wigkszego.

Na pierwszy rzut oka algorytm po prostu dziata. Okazuje sig, ze troche tutaj
przemilczeliSmy. . .

Ustalmy jakies zg i A. Jest jasne, ze jezeli powyzszy algorytm zatrzyma sie
i zwroci odpowiedz, to jest ona poprawna. Ale czy algorytm na pewno sie
zatrzymuje?

Skad wiadomo, ze kazda Sciezka zostanie zakoriczona? Czy moze sie zdarzy¢, ze
na pewnej éciezce bedziemy otrzymywacé coraz inne nieporéwnywalne wartosci,
na przyklad (70, 130), (90, 110), (100, 100), (80, 120), ...? Czy trener moze
nigdy nie odej$¢ od komputera? Okazuje sie, ze nie moze tak sie zdarzy¢,

a wynika to bezposrednio z lematu Dicksona.

Lemat 2 (Dicksona). Niech x1,%2,23,... to nieskoriczony cigg punktéw z N2.
Wowczas istniejg pewne dwa indeksy i < j takie, Ze x; < x;.

A zatem, gdyby pewna Sciezka nigdy nie zostala zakonczona, to wszystkie pary
liczb na niej bytyby nieporéwnywalne, co przeczytoby lematowi Dicksona.

Trener juz sie cieszy, ze symulacje na pewno kiedy$ sie zakoncza i wréci na
treningi. Ale zaraz, zaraz. .. udowodniliSmy jedynie, ze zadna $ciezka nie jest
nieskonczona. Czy jednak nie moze by¢ tak, ze kazda éciezka jest skonczona, ale
jest nieskoriczenie wiele coraz diuzszych Sciezek? Wéwcezas nasz algorytm nigdy
by sie nie zatrzymat. Okazuje sie, ze tak nie moze by¢, a odpowiada za to lemat
Koniga, zastosowany do drzewa konfiguracji symulatora.

Lemat 3 (Koniga). Jezeli w drzewie skierowanym T kazdy wierzcholek ma
skorniczenie wiele nastepnikow ¢ w T nie ma nieskonczonej $ciezki, to T
ma skonczenie wiele wierzchotkdéw.

Podsumowujac dowdd, na mocy Lematu Dicksona wszystkie éciezki w drzewie
konfiguracji symulatora sa skonczone, a wigc na mocy Lematu Kéniga ma ono
skoniczenie wiele wierzchotkéw. Wynika stad, ze algorytm zatrzyma sie i, jak juz
zauwazyliSmy, zwroci poprawna odpowiedz.

A jak rozwiagzaé ten problem w wymiarze wigkszym niz 27 Pomocny okaze sig
artykul autorstwa Wojciecha Czerwiriskiego ,,Na granicy mozliwosci” (Al,).
Zachecamy do jego lektury!
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