Funkcja Eulera

Witold BEDNAREK

Niech p(n) (gdzie n jest dodatnia liczba naturalna) oznacza funkcje Eulera,
czyli liczbe liczb naturalnych nie wigkszych od n i wzglednie pierwszych z n.
Na przyktad

90(1) =1, @(2) =1, @(3) =2, 90(4) =2, @(5) =4, 90(6> =2.

Przypomnijmy dwie powszechnie znane wtasnosci funkeji Eulera:

Twierdzenie. Jesli p1,pa,...,px $¢ T0Znymi liczbami pierwszymi
imy,Ma,...,mg > 0 sqg liczbami naturalnymi, to
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Twierdzenie (Eulera). Jesli a,n > 0 sq liczbami naturalnymi oraz nwd(a,n) =1,
to nja®™ — 1.

Zauwazmy, ze jeSli n = p jest liczba pierwsza i nwd(a,p) =1 (czyli pt a), to
wobec ¢(p) = p — 1 mamy podzielnoéé plaP~! — 1, czyli teze w malym twierdzeniu
Fermata.

Nietrudno jest udowodnié, ze dla n > 3 liczba ¢(n) jest parzysta (Czytelniku,
sprébuj sam!). Okazuje sie, ze nie kazda liczba naturalna parzysta jest wartodcia
funkcji Eulera ¢. Andrzej Schinzel udowodnil, ze dla zadnego naturalnego k > 1
liczba, 2 - 7F nie jest wartoécia funkcji .

Jesli p jest liczba pierwsza, to o(p)|p — 1 (bo ¢(p) =p —1). W 1932 roku
Derrick Henry Lehmer spytal, czy istnieje taka liczba zlozona n, ze p(n)|n — 1.
Pytanie to do dzisiaj pozostaje bez odpowiedzi. Mozna latwo uzasadni¢, ze jesli
n=pi"t-py? ... pp*, to podzielnoéé ¢(n)|n — 1 jest réwnowazna podzielnosci
(1) (=1 p2—1)-...-(pe — 1) [ p1p2...px — L.

Oczywiscie, gdy k = 1, to powyzsza podzielnosé zachodzi (wtedy n = p; jest liczba
pierwsza). Dla k > 2 nie znaleziono liczb pierwszych p1,pa, ..., pr speliajacych
podzielnosé (1) i jest watpliwe, czy takie liczby istnieja. W 1980 roku

Geoffrey L. Cohen i Peter Hagis dowiedli, ze jesli n jest liczba zlozona i zachodzi
podzielnoéé (1), to k > 141 n > 10%.

Zajmijmy sie teraz rownaniem

(2) p(x) =m,
gdzie m > 0 jest dang liczba naturalna. Mozna udowodnié¢, ze powyzsze réwnanie

a) dla m =27 ma 0 rozwiazan,

(a) a

(b) dlam =235+ ma 2 rozwiazania,
c) dlam =12-7%*! ma 3 rozwiazania.
(c) a

Zachodzi twierdzenie ogélne (Paul Erdds, Kevin Ford): dla kazdej liczby
naturalnej s > 2 istnieje taka liczba naturalna m, ze réwnanie (2) ma dokladnie
s rozwiazan, co wiecej, dla danego s > 2 takich liczb jest nieskoniczenie wiele.

W 1922 roku Robert Daniel Carmichael sformulowal hipoteze: nie istnieje

takie m, ze réwnanie (2) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Hipoteze mozna
réwniez wyrazi¢ nastepujaco: dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje taka
liczba naturalna x # n, ze p(x) = p(n).

W 1994 roku Aaron Schlafly i Stan Wagon, przeprowadzajac obszerne obliczenia
numeryczne, wykazali, ze jesli réwnanie ¢(z) = ¢(n) ma dokladnie jedno
rozwigzanie (tj. # =n), to n > 10'°", tzn. najmniejszy kontrprzyklad (jesli
istnieje) dla hipotezy Carmichaela ma ponad 10 milionéw cyfr.

Przejdzmy do réwnania

(3) T = 90(1:) = ka

gdzie k > 1 jest dana liczba naturalna. Dla £ = 1 mamy nieskoniczenie wiele
rozwiazan i sa nimi wszystkie liczby pierwsze (dlaczego?). Dla k = 3 i k = 5 mamy
rozwiazania odpowiednio z = 9 i x = 25, co Czytelnik zechce sprawdzié¢. Niech
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teraz k > 7 bedzie dowolnie ustalona liczba nieparzysta. Na mocy wzmocnionej
hipotezy Goldbacha (kazda liczba wigksza od 6 jest suma dwdch réznych liczb
pierwszych) istnieja takie rézne liczby pierwsze p i g, ze k + 1 = p + ¢. Przyjmijmy
x = pq. Wtedy z spelnia réwnanie (3), gdyz

z—px)=pg—elpg) =pg—p—-1(g-1)=p+q—1=Fk
To pokazuje hipotetyczna rozwiazalno$¢ réwnania (3) dla kazdego nieparzystego
k>1.

Okazuje sie, ze réwnanie (3) moze nie mieé¢ rozwiazania dla k > 0 parzystych.
Najmniejszymi takimi k sa: 10, 26, 34, 50, 52, 58, 86, 100. W 1995 roku Jerzy
Browkin i Andrzej Schinzel udowodnili nastepujacy fakt:
réwnanie

x — @(z) = 2" - 509203
nie ma rozwiagzan dla kazdego naturalnego n > 1.
Na koniec kilka zadan dla Czytelnika.

Zadanie 1. Rozwiazaé¢ réwnania
(a) p(z) =1, (b) p(z) =2, (c) p(x) =4.
Zadanie 2. Wykazaé, ze rOwnanie
z—o(r)=2" (meN,m2>2)
ma co najmniej jedno rozwiazanie.
Zadanie 3. Rozwazamy réwnanie

gdzie p jest dana liczba pierwsza. Wykazaé, ze réwnanie (x):

(a) ma co najmniej jedno rozwiazanie,
(b) ma skoriczona liczbe rozwiazan,
(¢) moze mie¢ dowolnie wiele rozwiazan (w zaleznosci od p).

Przygotowal Eukasz BOZYK

M 1615. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych n,m liczba rozwiazan
nieréwnosci |x1| + |z2| + ... + || < m w liczbach calkowitych jest réwna liczbie
rozwiazan nieréwnosci |z1| + |z2| + ... + |zm| < n w liczbach calkowitych.
Rozwiagzanie na str. 6

M 1616. Udowodnié, ze nie istnieja takie liczby catkowite x,y, ze 4oy —x — y
jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwiazanie na str. 9

M 1617. Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach wymiernych, ktory
przyjmuje warto$ci niewymierne dla niewymiernych argumentéw. Wykazaé, ze
stopienn P wynosi 1.

Rozwiazanie na str. 9

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 985. Piaszczyste brzegi mérz to zwykle miejsca, gdzie dno morskie powoli
opada z odlegtoscia od krawedzi plazy. Dlaczego w takich miejscach grzbiety
fal dobiegajacych do brzegu sa do tego brzegu réwnolegle, niezaleznie od ich
kierunku na glebokiej wodzie?

Rozwigzanie na str. 11

F 986. Jaki jest stosunek $rednich gestosci Stonica pg i Ziemi pz, jezeli
wiadomo, ze rok trwa okolo T' = 365 dni, przyspieszenie ziemskie g = 10m/ s2,
promien Ziemi R = 6,4 - 10° m, a rozmiary katowe Storica obserwowanego z Ziemi
wynosza 6 = 0,5°7

Rozwiazanie na str. 11
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