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W artykule rozwazymy geometryczny problem, do ktérego
sformulowania uzyjemy motywacji astronomicznych.
Zatézmy, ze chcemy sprawdzi¢, czy najblizsza naszej

intuicji szkolna geometria, zwana geometria euklidesowa,
opisuje Wszechéwiat. Naturalng préba odpowiedzi bedzie
eksperymentalne sprawdzenie, czy twierdzenia tej geometrii
zachodza w otaczajacej nas przestrzeni. Na przyktad mozemy
zbadac, czy suma katéw wewnetrznych trojkata utworzonego
przez punkt na Ziemi i dwa punkty na réznych odlegtych
gwiazdach wynosi 180°. Jednakze wszystkie takie sprawdzenia
tego i innych twierdzen geometrii euklidesowej mozemy
wykonac jedynie w pewnym otoczeniu Ziemi, ktérego
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promien jest wyznaczony zasiegiem naszych teleskopow.
Przyjmujemy, ze nasze sprawdzenia daly wynik pozytywny,
i zaktadamy, ze Ziemia nie zajmuje wyréznionego miejsca we
Wszechswiecie. Otrzymujemy stad, ze wszystkie twierdzenia
geometrii euklidesowej sa spelnione dla kazdego punktu
przestrzeni w jego otoczeniu o pewnym skoriczonym
promieniu. Czy mozemy stad wnioskowaé, jaka jest geometria
Wszechswiata? OdpowiedZ na to pytanie jest nieoczekiwana.
Jedli ograniczymy nasze rozwazania do dwéch wymiaréw, by
lepiej zrozumiec otrzymana odpowiedz, to — poza plaszczyzna —
istnieja jeszcze cztery typy diametralnie réznych przestrzeni
posiadajacych te wlasnosé.

Na poczatek rozwazmy przyklad negatywny, tj. przyklad przestrzeni, ktora nie
ma zadanej przez nas wlasnosci. Poniewaz zyjemy na powierzchni kuli ziemskiej,
to pierwszym kandydatem jest sfera, czyli powierzchnia kuli, na ktérej zbadamy
prawdziwosé twierdzenia o sumie katow wewnetrznych trojkata. Nie wiemy jednak,
czym sa proste w tej przestrzeni niezbedne do utworzenia trojkata. W takich
przypadkach mozemy zaadaptowaé okreslenie Archimedesa, ktéry stwierdzit, ze
linie proste w przestrzeni to te, ktore sg lokalnie najkrétsze sposrod wszystkich
linii taczacych dwa dane punkty. Latwo mozna sie przekonaé, ze role prostych

na powierzchni sfery graja okregi wielkie, czyli takie, ktére otrzymujemy przez
przeciecia sfery plaszczyznami przechodzacymi przez jej srodek. Wtedy tréjkatem
sferycznym mozemy nazywacé figure utworzona z hukéw okregéw wielkich. Kazdy
taki trojkat ma sume katéw wewnetrznych wigksza od 180° i ta suma zmienia si¢
wraz z wielkoscia trojkata, ale jest zawsze wieksza niz suma katéw wewnetrznych
w tréjkacie euklidesowym. Oznacza to, ze powierzchnia sfery nie ma zadanej
przez nas wlasnosci. Z tego rozumowania wynika przy okazji, ze nie jest mozliwe
skonstruowanie dokladnej mapy nawet matego fragmentu powierzchni Ziemi.

Przejdziemy teraz do opisania cylindra, czyli jednej z czterech przestrzeni, ktore sa
obiektem naszego zainteresowania. Cylindrem nazywamy nieskoniczona powierzchnie
zakre§long przez prosta obracajaca sie dookola innej, ustalonej i réwnolegtej do niej

na cylindrze.

- prostej. Linie prosta, ktéra obracamy, nazywamy tworzaca cylindra. Na cylindrze

- rozwazamy geometrie, ktorej punktami bedg punkty cylindra, zas odlegloécia

pomiedzy dwoma punktami bedzie dlugo$é najkrétszej krzywej lezacej na cylindrze,
/ ktoéra taczy te punkty. Nie wiemy jednak, jakie sa to krzywe, ale chcemy je

/ wyznaczyé, gdyz zgodnie z okres§leniem Archimedesa beda to linie proste w geometrii

W celu opisania tej geometrii wykorzystamy pewna metode przedstawienia cylindra,
AU ktora jest oczywista i dobrze znana — przecinamy cylinder wzdluz tworzacej
7 i otrzymany nieskonczony pas rozwijamy na plaszczyzne. Odwrotnie, cylinder

otrzymujemy z pasa o réwnoleglych brzegach, wycietego z plaszczyzny poprzez
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utozsamienie punktéw jego brzegu. Jak widaé, takie procedury nie zmieniaja,
dhugoéci zadnych krzywych, wobec tego przyjmujemy, ze obrazy na cylindrze
odcinkéw prostych lezacych w pasie beda odcinkami prostych na cylindrze.

Odcinki prostych na plaszczyznie mozemy laczyé¢ w cate proste. Postepujac tak
samo na cylindrze, otrzymujemy trzy rézne typy prostych. Z rysunkéw widzimy, ze
tworzace sa jednym z typdéw prostych na cylindrze, okregi prostopadte do tworzacych
to drugi typ prostych i, na koniec, najciekawszy typ prostych daja linie $rubowe.

Latwo zauwazy¢, ze te proste maja inne wlasnosci niz linie proste w geometrii
euklidesowej. Jedna z najciekawszych jest ta, ze przez dwa dane rézne punkty A i B
na cylindrze przechodzi wiecej niz jedna prosta, ale odcinek tylko jednej z nich
minimalizuje dlugos¢ wszystkich krzywych laczacych te punkty.

Nalezy takze pamietaé, ze odlegloscia pomiedzy tymi punktami jest najmniejsza

z dlugosci odcinkéw réznych prostych na cylindrze taczacych te punkty. Wynika

stad wprost, ze geometria na cylindrze nie jest euklidesowa, gdyz na plaszczyznie
przez dwa dane rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta. Ponadto
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na cylindrze istniejg zamkniete linie proste — okregi prostopadte do tworzacych, zas
na plaszczyznie wszystkie linie proste sa niezamkniete.

Na zakonczenie uzasadnimy, ze na cylindrze w kazdym kole o pewnym promieniu
geometria jest identyczna z geometrig na plaszczyznie. Kolem na cylindrze bedziemy
nazywaé figure, ktora po rozcieciu cylindra wzdtuz tworzacej nieprzecinajacej tej
figury przechodzi na zwykle koto.

Pozostaje zrozumieé, jak sie mierzy odlegtosé na cylindrze, ktéry jest reprezentowany
przez rozwiniety pas. Na rysunkach przedstawiono sytuacje, gdy odcinek taczacy
punkty A i B ma dtugo$é réwna odleglosci pomiedzy tymi punktami i gdy ma
dtugosé rézna od tej odleglosci. Odcinki zaznaczone grubsza linig sa odcinkami
realizujacymi odleglo$é pomiedzy punktami na cylindrze. W drugim przypadku
powodem roéznicy jest fakt, ze kawalek prostej zaznaczonej ciensza linia nie daje
odcinka najkrétszego, a najkrétszym odcinkiem jest odcinek ztozony z dwoch
odcinkéw, ktore po sklejeniu utworza wlasciwy najkrétszy odcinek.

Rozwazmy kolo o srodku w dowolnym punkcie cylindra i o srednicy mniejszej

niz polowa szerokosci pasa, z ktorego jest wykonany cylinder. Jesli rozetniemy
cylinder wzdluz tworzacej, ktéra nie przecina kola, to dla kazdych dwéch punktow
z kota ich odleglos¢ jest réwna diugosci taczacego je odcinka lezacego w kole.
Otrzymujemy wiec na cylindrze w dowolnym miejscu koto, w ktérym zachodza
wszystkie twierdzenia geometrii euklidesowej.

Oznacza to, ze nawet jesli sprawdzimy, ze wszystkie twierdzenia geometrii
euklidesowej zachodza w najwiekszym mozliwym do zbadania otoczeniu Ziemi, to
nie mozemy stad wnioskowaé o globalnej naturze geometrii Wszechswiata.

Pozostale trzy geometrie w przypadku dwuwymiarowym to geometrie na torusie,
wstedze Mobiusa i butelce Kleina. Rozwazajac ten problem w przypadku
tréjwymiarowym, otrzymujemy osiemnascie réznych typéw geometrii
odpowiadajacych na nasze pytanie.

i Zadania

Przygotowat Lukasz BOZYK

M 1612. Dana jest liczba calkowita n > 5. Wykazaé, ze elementy zbioru {1,2,...,n}
mozna tak pokolorowa¢ na czerwono i niebiesko, ze suma czerwonych liczb jest
rowna iloczynowi niebieskich liczb.

Rozwiazanie na str. 12

M 1613. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna, ktéra jest wspolnym dzielnikiem
liczb n? + 2 oraz n® + 3 dla pewnej liczby naturalnej n.
Rozwiazanie na str. 22

M 1614. Dany jest stos n kart oznaczonych liczbami 1,2, ..., n ulozonych w losowej
kolejnosci. Wielokrotnie wykonujemy nastepujaca operacje: Jesli karta na gérze stosu
ma numer k, to odwracamy kolejno$¢ wierzchnich k£ kart. Wykazaé, ze w koncu na
gbrze pojawi sie karta o numerze 1.

Rozwiazanie na str. 22

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 983. Dwa jednakowe, niewazkie pierécienie §lizgaja sie¢ bez tarcia po pionowej,
kotowej obreczy. Przez pierécienie przewleczono wiotka, nierozciagliwa i niewazka nic.
Na koncach nici umocowano dwa ciezarki, kazdy o masie m, a w jej érodku ciezarek
o masie M. W stanie rownowagi pierscienie znajduja sie w odleglosci katowej

a = 30° od najwyzszego punktu obreczy. Jaki jest stosunek mas m/M? Miedzy nicia
i pierécieniami nie wystepuje tarcie.

Rozwiazanie na str. 10

F 984. Bimetaliczna ptytke otrzymano w wyniku zgrzania paskéw dwoch réznych
metali, kazdy o dlugosci lp = 10 cm i grubosci d = 0,5 mm. Jeden z koncéw plytki
zostal sztywno zamocowany. O ile przesunie sig¢ jej drugi koniec po ogrzaniu plytki
o AT =100 K? Wspdtczynniki rozszerzalnoéci temperaturowej metali wynosza

a; =1,0-107°K™1 i ap = 1,8 - 1075 K~!. Rozszerzalnoéé¢ temperaturowa oznacza

zmiang rozmiaréw liniowych ciata wedtug prawa: [ = Iy (1 + «AT).

Rozwiazanie na str. 24
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