Matematyczne spojrzenie na reakcje chemiczne
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Przyktadowy zapis (opis makroskopowy)
réwnania chemicznego reakcji spalania
wegla w tlenie ma postac
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Rys. 1. Zmiany stezent substratu X
w czasie dla k = 2

Agnieszka BARTLOMIEJCZYK*

Modelowanie matematyczne jest pewnego rodzaju sztuka opisywania $wiata —
zaréwno w skali mikro, jak i makro — za pomoca réwnan matematycznych (réwnan
rézniczkowych, réznicowych czy stochastycznych). Opis mikroskopowy moze
dotyczy¢ zachowania pojedynczych molekut (czasteczek), natomiast obiektem opisu
makroskopowego jest to, co widzimy ,,goltym okiem”, m.in. przemiany zachodzace
w wyniku reakcji chemicznych. Moga to byé¢ zmiany wlasciwosci fizycznych danych
substancji (np. stan skupienia, barwa, gestos¢) lub chemicznych (np. zapach,
smak, toksyczno$é). Przypomnijmy zatem, czym jest reakcja chemiczna. Jest

to zachodzaca w czasie przemiana jednej substancji w druga. W wyniku reakcji
chemicznej, w ktérej bierze udzial pewna substancja (zwana substratem), powstaje
nowa substancja (zwana produktem), na ogél o odmiennych wlasciwosciach
fizycznych i chemicznych opisujacych zachowanie wobec innych substancji. Takie
przemiany zachodza zaréwno w naszym organizmie (np. trawienie pokarméw), jak
i w otaczajacym nas $wiecie (rdzewienie przedmiotéw, kiszenie ogérkéw, pieczenie
ciasta).

Reakcje chemiczna zapisujemy jako rownanie chemiczne, ktore w przejrzysty sposéb
informuje nas, jakie substraty wziely w niej udzial i jaka ich ilo$¢ jest niezbedna
do otrzymania danego produktu. Krétko méwiac, jest to zapis przebiegu pewnego
procesu chemicznego. Przyktadem reakcji chemicznej jest synteza dwdch substratéw
X 1Y, w wyniku ktoérej powstaje produkt P:

X+Y - p
Zakladamy tutaj, ze reakcja przebiega w jednym kroku, czyli ze nie ma produktéw
posrednich, jej szybko$¢ opisuje parametr k, a strzaltka wskazuje kierunek przebiegu
reakcji. Jesli rozwazymy reakcje odwrotna (méwiac jezykiem chemicznym — reakcje
analizy, rozkladu), to z substancji zlozonej otrzymamy co najmniej dwa produkty.

Te proste reakcje chemiczne, a doktadniej zmiany stezen odpowiednich reagentdw
(czyli substratéw i produktéw), mozna zapisaé¢ w jezyku matematyki za pomoca
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Sa to tzw. réwnania kinetyczne oparte na
prawie dzialania mas, zwanym od nazwisk autoréw — norweskich chemikéw,
prawem Guldberga i Waagego. Prawo to méwi, ze szybkos$é reakcji chemicznej jest
proporcjonalna do iloczynu stezen reagentéw. Do opisu przemian zachodzacych

w czasie (np. reakcji chemicznych) matematycy wykorzystuja pojecie pochodnej,
ktére dobrze charakteryzuje szybko$¢ zmian pewnej wielkodci, np. temperatury,
ci$nienia czy nawet rozwoju choroby. Pochodna informuje, jak szybko zmienia sie
dana wielkos¢, jednocze$nie umozliwiajac przewidywanie zmian stezenia danej
substancji czy tez wzrostu liczby zachorowan na dang chorobe. Ogoélnie mozemy wiec

zapisacé, ze . o
zmiana ilosci

tempo zmian = — - .
dhugoéé przedziatu czasu

I tak na przyklad szybkos¢ zmian w czasie stezenia substancji X, ktora rozpada sig
ze stala predkoscia k (k # 0), tj.
X £ p
zapisujemy matematycznie (w postaci réwnania rézniczkowego) jako
dx
— = —kx(t
dt ( )7
gdzie x(t) oznacza stezenie substratu w chwili . Rozwiazaniem tego réwnania jest

funkcja
! x(t) = zoe kt,

gdzie zq jest stezeniem poczatkowym. Na rysunku obok przedstawiamy rozpad
w czasie substancji X dla trzech réznych stezen poczatkowych. Jak widzimy, stezenie
maleje wyktadniczo w czasie do 0.
Zauwazmy, ze reakcje chemiczng rzedu pierwszego (X — P) opisuje liniowe
rownanie rézniczkowe, natomiast reakcje drugiego rzedu postaci X + Y k., P
odzwierciedla uklad nieliniowych rownan rézniczkowych

dx dy

= = —ha@)y(t), - = —ka()y(t),

gdzie z(¢) i y(t) oznaczaja stezenia odpowiednich substratéw w chwili ¢.
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Rozwigzanie zadania M 1612.
Jezeli n jest liczba nieparzysta, czyl

n = 2k + 1 dla pewnej liczby catkowitej
k > 2, to na niebiesko malujemy liczby 1,

i

z ZEer'w — wszystki
k oraz 2k, a na czerwono szystkie
pozostate. Wéwczas suma czerwonych

liczb jest réwna

1424 ..+ 2k+1) — (14 k+2k) =
12k +1)2k+2) -3k —1=

= 2k2,

czyli jest rowna iloczynowi niebieski
liczb.

Jesli zad n jest liczba parzysta, czyli

n = 2k dla pewnej liczby catkowitej k > 3,
to na niebiesko malujemy liczby 1, k — 1

oraz 2k, a na czerwono — wszystkie
pozostalte. Wéwcezas suma czerwonyc
liczb jest réwna

T4+24... +2k—(1+k—1+2k) =

=1.2k(2k+1) -3k =

ch

h

=2k(k —1),
czyli jest rowna iloczynowi niebieskich
liczb.
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Rys. 2. Przykladowe pole wektorowe

(u géry) oraz zmiany stezen reagentéw X

iY w czasie t (u dotu)
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Rys. 3. Przykladowe rozwigzania
chaotyczne (nieregularne)
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Kolejny przyktad dotyczy bardziej ztozonych reakcji chemicznych opisywanych za
pomoca uktadu dwéch réwnan zwyczajnych. Jest to model Lotki, dzigki ktoremu
mozna matematycznie wyjaéni¢ pojawianie sie oscylacji w reakcjach chemicznych.
Poczatkowo Alfred Lotka (1880-1949) — amerykanski biofizyk, zaproponowal model,
w ktérym wystepowaly gasnace oscylacje stezen w czasie. Dopiero 10 lat pézniej,

tj. w roku 1920, Lotka zmodyfikowal tak swoj uklad, aby w reakcjach chemicznych
wystepowaly oscylacje niegasnace. Opisany przez Lotke schemat hipotetycznych
reakcji chemicznych, z ktérych kazda jest nieodwracalna, ma postaé

k
A+ X ——2X autokatalityczna produkcja X z udzialem A,
k
X+Y —2=2Y autokatalityczna produkcja Y z udzialem X,
k
Yy —— P rozktad Y.

Zgodnie z prawem dzialania mas szybkosci zmian stezen reagentéw X i Y mozna
zapisa¢ (w jezyku matematyki) jako uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

dz

— = (kia— kay(1)) (1),
dt
dy
T (kam(t) — ks)y(t),
gdzie x(t) i y(t) oznaczaja odpowiednio stezenia reagentéw X i Y w chwili ¢. Uklady
autokatalityczne moga posiada¢ stany stacjonarne, tj. stany, w ktérych zadne
zmienne nie ulegajg zmianie pomimo uptywu czasu. Matematycznie znajdujemy
takie stany przez przyrownanie wszystkich pochodnych do zera i rozwigzanie
odpowiednich réwnan algebraicznych.

W 1926 roku wloski matematyk Vito Volterra (1860-1940) opracowal model
dynamiki populacji analogiczny do modelu reakcji chemicznych (modelu Lotki).
Wéwezas x(t) oznacza zageszczenie ofiar (np. zajecy) i y(t) — zageszczenie
drapieznikéw (np. rysi), a odpowiednie reakcje chemiczne mozna interpretowaé jako

A+X —2X rozmnazanie zajecy,
X+Y —2Y zjadanie zajecy przez rysie, rozmnazanie rysi,
Y —P umieranie rysi.

Wéwcezas, przyjmujac my = kja, me = ms = ko i my = k3, otrzymamy znany model
drapieznik-ofiara, zwany modelem Lotki—Volterry, tj.
dx
- (ml - mgy(t)):c(t),
dy
i (msﬂﬁ(t) - m4)y(t).
Badajac rozwiazania uktadu Lotki (Lotki—Volterry), obserwujemy zachowanie

oscylacyjne (wokét dodatniego stanu stacjonarnego) uktadu reakeji chemicznych
zilustrowane na rysunku obok.

Zrozumienie struktury i mechanizmu dzialania reakcji chemicznych jest niezbedne
do zrozumienia funkcjonowania wielu proceséw biologicznych i chemicznych. Jest
réwniez konieczne do zrozumienia powstawania wielu choréb (w szczegdlnosei
nowotworowych), a tym samym skutecznej walki z nimi. Poznanie mechanizméw
reakcji chemicznych stanowi wiec bardzo ciekawy kierunek badan, nie tylko

dla chemikéw, ale réwniez dla matematykéw. Jednym z przyktadéw uktadu
chemicznego, w ktorym obserwujemy bardziej skomplikowane zachowania — oscylacje
chaotyczne — jest reakcja Bielousowa-Zabotyniskiego. Reakcja ta (a w zasadzie

cala grupa reakcji BZ) polega na utlenianiu kwasu cytrynowego bromianem potasu
w obecnosci katalizatora, w wyniku czego obserwuje sie okresowe lub chaotyczne
zmiany stezen reagentow, co skutkuje odpowiednio regularnymi lub nieregularnymi
zmianami barwy roztworu. Co ciekawe, rodzaj wystepujacej dynamiki reakcji BZ
zalezy rowniez od predkosci pompowania do reaktora odpowiednich substratow.

7 kolei uwzglednienie zmian przestrzennych w reakcjach chemicznych prowadzi

do réwnan rézniczkowych czastkowych (np. réwnan kinetycznych z dyfuzja), zas
opdznienie miedzy zainicjowaniem sprzezenia zwrotnego i jego efektem — do réwnan
r6zniczkowych z opéznieniem. A poniewaz reakcje biochemiczne czesto zachodza

w wyniku przypadkowych zderzen czasteczek reagentéw, stosujemy podejécie
stochastyczne. Ta réznorodno$é narzedzi matematycznych daje mozliwosé lepszego
poznania mechanizméw rzadzacych $wiatem mikro i makro.
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