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Nieskonczonosé: 5. Zbiory duze

W poprzedniej czesci tej opowiesci o nieskoniczonosciach rozwazaliSmy
twierdzenie Cantora, ktére stanowi, ze zaden zbiér A nie jest réwnoliczny

ze zbiorem jego podzbioréw P(A), co symbolicznie notujemy |A| < |P(A)].
Szczegblnie zajmowali$émy sie przypadkiem, gdy A jest zbiorem liczb naturalnych

N={0,1,2,3,...}.

Studiowalismy takze zbidr liczb catkowitych Z oraz zbidr liczb wymiernych Q,
pokazujac, ze kazdy z nich jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Takie
zbiory nazywane sg zbiorami przeliczalnymi. Inaczej méwiac, sa to zbiory, ktérych
elementy mozna zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Chociaz sa nieskoriczone, to
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Jak zatem ustawié¢ w pary elementy przedziatu [0, 1]

ze wszystkimi liczbami rzeczywistymi? Prodciej bedzie

na poczatku rozwazy¢ przypadek przedzialu otwartego
(0,1), czyli przedziatu wszystkich liczb wigkszych od 0

i mniejszych od 1. Czytelnik, ktéry miat do czynienia

z funkcjami rzeczywistymi, znajdzie pewnie po chwili kilka
sposobow takiego ustawienia liczb w pary. Na przyktad,

mozna liczbe x z przedziatu (0,1) ustawi¢ w pare z liczba
x—1/2
z(l—x) "

rzeczywista Rzeczywiscie, dwém réznym liczbom
z przedziatu (0, 1) przyporzadkujemy dwie rézne liczby
rzeczywiste i, co wiecej, wszystkie liczby rzeczywiste

zostang wykorzystane, co doskonale ilustruje powyzszy
x—1/2

wykres funkeji f(z) =

T z(l-x)”
A zatem wiemy, ze |(0,1)| = |R|. Musimy jeszcze
wykazad, ze |(0,1)] = |[0,1]]. Inaczej méwiac, musimy

ustawi¢ w odpowiednie pary wszystkie liczby tych dwéch
przedzialéw tak, zeby uwzgledni¢ dwie ,dodatkowe” liczby
(0i1) w jednym ze zbioréw. Zadanie to jest tadnym
problemem kombinatorycznym, zachecam wiec Czytelnika
do samodzielnego zastanowienia sie nad nim przed analiza
ponizszego rozwiazania. Rozwazmy pewien nieskonczony
ciag liczb, na przyktad 1/2", dlan = 1,2,... Teraz, jesli
liczba x z przedziatu (0, 1) nie nalezy do tego ciagu, to
ustawiam ja w pare z odpowiadajaca jej ta sama liczba

x z przedziatu [0, 1]. Kolejne liczby z wyréznionego ciagu
przesuwam o dwa miejsca (podobnie jak przesuwaliSmy
gosci w hotelu Hilberta), tak zeby pierwsze dwa wyrazy
tego ciagu mogtly by¢ towarzyszami w parach z 01 1.

To znaczy, 1/2 z przedziatu (0,1) ustawiam w pare z 0
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z naszej perspektywy wydaja sie relatywnie ,male”. Przynajmniej w poréwnaniu

/ z innymi zbiorami, ktére rozwazaliémy. A byly to: przedzial [0, 1], zbidr liczb
rzeczywistych R, zbior wszystkich nieskoriczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz
zbiér wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych P(N). Wiemy, ze zaden z nich
/ nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Sa one ewidentnie ,wieksze” —
dla kazdego ustawienia elementéw dowolnego z tych zbioréw w pary z liczbami
naturalnymi znajdowaliSmy element, ktéry do zadnej pary nie trafil. ZauwazyliSmy
4 takze, ze zbidr wszystkich nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz zbiér

/ wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych P(N) sa réwnoliczne, poniewaz
kazdy podzbidr zbioru liczb naturalnych mozna ustawi¢ w pare z ciagiem zer

i jedynek, ktory go koduje. Wszystkie wymienione tu zbiory nazywa sie zbiorami

| mocy continuum. Okazuje sie bowiem, cho¢ moze by¢ to z poczatku zaskakujace, ze
[ one tez sa parami rownoliczne, czemu sprobujemy sie teraz przyjrzeé¢ dokladnie;j.

z przedziatu [0,1], 1/4 — w pare z liczba 1, 1/8 — w pare
z1/2,1/16 z 1/4, itd. (patrz rysunek). Czyli dla n > 2
ustawiam 1/2" w pare z 1/2"~2. Rzeczywiscie, ustawitem
wszystkie liczby z przedziatu (0,1) w pary z liczbami

z przedziatu [0, 1], wykorzystujac wszystkie liczby z obu
przedzialéw dokladnie raz. A zatem [[0,1]| = |(0,1)| = |R].
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Najtrudniejsze zadanie jednak przed nami. Musimy jeszcze
wykazaé, ze liczb z przedziatu [0, 1] jest tyle samo, co
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych. Rozbijmy ten
ostatni zbiér na dwie czeéci: niech A bedzie zbiorem

tych nieskonczonych ciggéw zero-jedynkowych, ktére od
pewnego miejsca maja juz tylko jedynki, zas B niech
bedzie zbiorem wszystkich pozostalych ciagéw. Zatem
zbiér wszystkich nieskonczonych ciggdw zero-jedynkowych
to AU B. Wykazemy najpierw, ze |[AU B| = |AU [0, 1)],
czyli ze zbiér wszystkich ciagéw jest réwnoliczny ze
zbiorem zawierajacym wszystkie ciagi, w ktérych od
pewnego miejsca sa same jedynki, oraz wszystkie liczby

z przedziatu [0, 1).

W tym celu musimy rozwazy¢ zapis liczb rzeczywistych
w systemie binarnym. Prawdopodobnie kazdy Czytelnik
zapisywal liczby naturalne w systemie dwéjkowym,



np. 1011 w systemie binarnym to 1 - 23 4+0-224+1-2 +
+1-2°=8+2+1=11 w systemie dziesictnym. Nie ma
jednak zadnych przeciwwskazan, zeby system binarny
stosowaé takze po przecinku, np. 0,1011 w systemie
binarnym to 1-1/24+0-1/4+1-1/164+1-1/32 =19/32.
Co wiecej, podobnie jak kazda liczba rzeczywista ma (byé
moze nieskoriczone) rozwiniecie dziesietne, tak kazda
liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia
binarnego. Rozwiniecia skoiiczone oczywiscie mozemy
rowniez napisaé jako nieskonczone, dodajac na koncu same
zera (0,1011 = 0,10110000...). Musimy jednak zauwazyc¢,
ze podobnie jak w przypadku rozwinie¢ dziesietnych,

w ktérych od pewnego momentu sg same dziewiatki, jesli
w rozwinieciu binarnym od pewnego momentu sa same
jedynki, mamy do czynienia po prostu z liczba, ktéra da sie
zapisaé¢ w skoficzonym rozwinigciu (na przyklad w systemie
dziesigtnym 0,49999... = 0,5, w systemie binarnym
0,1011111...=0,11). Inaczej méwiac, rozwiniecie w takich
przypadkach nie jest jednoznaczne. Wykluczmy wiec

z rozwazan nieskonczone rozwiniecia binarne posiadajace
od pewnego miejsca juz same jedynki.

Powyzsze rozwazania definiuja metode ustawienia

w pary elementéw zbioru AU B oraz AU [0,1). Kazdy
zero-jedynkowy ciag, w ktorym od pewnego miejsca sg,
same jedynki, stawiamy w pare z tym samym ciagiem.
W kazdym innym przypadku taczymy go w pare z liczba
z przedziatu [0, 1), ktdrej ten ciag jest rozwinieciem
binarnym (dopisujemy do ciagu zero i przecinek z lewej
strony). W ten sposéb rzeczywiscie wykorzystamy
wszystkie liczby, kazda jednokrotnie. Mamy wigc
|[AUB|=|AU]I0,1)].

Sprawdzmy teraz, ze |AU [0,1)| = [0, 1]|, co zakonczy
nasze rozwazania. W tym celu warto zauwazyc¢, ze
wszystkie elementy zbioru A da sie zakwaterowaé w hotelu
Hilberta, to jest ponumerowac liczbami naturalnymi.
Wystarczy najpierw zakwaterowaé ciag ag = 111.. .,
potem ciag a; = 01111..., potem dwa ciagi, w ktérych
ostatnie zero stoi na drugim miejscu (czyli az = 001111. ..
iaz =101...), nastepnie te ciagi, gdzie ostatnie zero

jest na trzecim miejscu (jest ich cztery!), i tak dalej.

Tak wigc sporzadzilismy liste wszystkich nieskonczonych
zero-jedynkowych ciagdéw, w ktérych od pewnego miejsca
sa same jedynki, A = {ag, a1, az,...}.

Wybierzmy zatem, podobnie jak poprzednio, ciag

liczb z przedziatu [0,1] — niech to bedzie 1/2™ dla
n=0,1,2,3,... Tym razem musimy poradzi¢ sobie

z ,nadmiarem” nieskonczonej liczby elementow, gdy
bedziemy taczyé w pary elementy zbioru A U [0, 1)

z liczbami z [0, 1]. Wykorzystajmy wiec parzyste potegi
1/2, aby znalezé towarzyszy do par dla tych ,dodatkowych”
elementéw, zad nieparzyste potegi musza nam starczyé

jako towarzysze dla dotychczasowych liczb z wybranego
ciagu. Zatem liczba = z przedziatu [0, 1] nie bedaca
elementem wybranego ciggu bedzie w parze z tg sama
liczba  nalezaca do zbioru AU [0,1). Niech 1/2° = 1 stanie
w parze z ciaggiem ag, ale 1/2! = 1/2 niech stoi w parze

7 1/2 2 AUJ0,1). Nastepnie 1/2% = 1/4 trafia do pary

z ay, zaé 1/2% do pary z 1/22. 1 tak dalej. Inaczej méwiac,
dla kazdego n, 1/22" z [0, 1] stoi w parze z ciagiem a,

z AU0,1), za$ 1/227F1 2 [0,1] stoi w parze z liczba 1/27H1
z AU[0,1) (patrz rysunek). Udalo sie ustawié wszystko
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w pary! A zatem [[0,1]] = |AU[0,1)] = |[AU B|, czyli
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z przedzialu [0, 1] jest
réwnoliczny ze zbiorem wszystkich nieskoriczonych ciagéw
zero-jedynkowych. Wszystkie rozwazane przez nas ,duze”
zbiory tez okazaly si¢ parami réwnoliczne.

Mamy zatem w garsci rézne ,,male” zbiory nieskonczone,
czyli zbiory przeliczalne: N, Z oraz Q. Mamy takze

zbiory ,duze”: R, [0,1], P(N) oraz zbiér wszystkich
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych. Wszystkie

takie zbiory, ktore rozpatrywalidémy, okazaly si¢ parami
réwnoliczne. Zwane sa zbiorami mocy continuum. Powstaje
wiec naturalne pytanie. Czy jest co$ pomiedzy zbiorami
przeliczalnymi a zbiorami mocy continuum? Czy istnieje
zbiér o mocy wigkszej niz moc zbioréw przeliczalnych,

a mniejszej niz continuum?

Pytanie takie zadal sobie juz Georg Cantor. Nie udalo
mu sie skonstruowaé takiego zbioru, przypuszczat
wiec, ze zbidr taki nie istnieje, i przez wiele lat swojego
zycia prébowal to udowodnié. Nie byl w stanie tego
dokonaé¢. Ta niemoc bardzo go frustrowala i dodatkowo
zle wplywala na jego chwiejne zdrowie psychiczne. Teza
Cantora, ze nie istnieje zbiér o mocy wiekszej niz moc
zbioréw przeliczalnych, a mniejszej niz continuum,
nazywa si¢ hipoteza continuum. Problem zaciekawil
wielu matematykéw, w tym Davida Hilberta, ktérego
koncepcje nieskoniczonego hotelu juz omawialismy. Na
Kongresie Matematykéw w Paryzu David Hilbert wyglosit
referat, podczas ktérego przedstawil 23 matematyczne
problemy (10 z nich zdazyt przedstawié¢ ustnie, a reszta
pojawila sie w spisanej wersji referatu), jego zdaniem
najbardziej interesujace, ktore powinny zostaé¢ rozwigzane
w kolejnym stuleciu. Jaki byl pierwszy wymieniony przez
niego problem? Wtasnie hipoteza continuum! Ponizej
ten wlasnie fragment spisanego juz po samym Kongresie
referatu Hilberta.

1. Cantors Problem von der Michtigkeit des Continuums.

Zwei Systeme, d. h. zwei Mengen von gewdhnlichen reellen
Zahlen (oder Pankten) heifien nach Cantor aequivalent oder von
gleicher Michtigkeit, wenn sie zu einander in eine derartige Be-
ziehung gebracht werden ktnnen, daf einer jeden Zahl der einen
Menge eine und hur eine bestimmte Zahl der anderen Menge ent-
spricht. Die Untersuchungen von Cantor iiber solche Punkt-
mengen machen einen Satz sehr wahrscheinlich, dessen Beweis je-
doch trotz eifrigster Bemithungen bisher noch Niemanden gelungen
ist; dieser Satz lautet:

Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlen d. h. jede
unendliche Zablen- (oder Punkt)menge ist entweder der Menge der
ganzen natiirlichen Zahlen 1, 2, 8, ... oder der Menge simmt-
licher reellen Zahlen und mithin dem Continuom, d.h. etwa den
Punkten einer Strecke aequivalent; im Sinne der Aequivalenz gielt
es hiernach wur zwei Zahlenmengen, die abzihlbare Menge wund dos
Continuun,

Czy ponad wiek pdézniej znamy odpowiedz na pytanie
o hipoteze continuum? Jesli tak, to jaka ona jest?
Odpowiedzi na te pytania moga by¢ zaskakujace! Ale

o tym nastepnym razem.
Michat KORCH



