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To, co w niniejszym artykule nazywam
zwrotnicg, nosi fachowe miano rozjazdu
pojedynczego, ale stowa rozjazd bede
uzywal do innych celéw. Bede takze
konsekwentnie pisal o najazdach

i zjazdach zamiast o krzyzownicach

i jezdzie ,na ostrze” lub ,z ostrza”.
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Matematyka torowa
Piotr PIKUL*

Podejrzewam, ze znakomita wiekszo$¢ Czytelnikow Delty, nawet jesli nie
mieszka, to miata okazje przebywaé¢ w duzych miejskich aglomeracjach

z rozbudowang siecig tramwajowsg i zetknac sie z miejscem, w ktérym spotykaja
sie trzy dwutorowe odcinki trasy. Cho¢ zdarzaja sie wyjatki, uktad torowy

w takich przypadkach zwykle wyglada tak jak na rysunku 1 i pozwala na
przejazd we wszystkich mozliwych relacjach — w tym przypadku mowa o szeSciu
(dla $cislosei: nie interesuja nas przejazdy wymagajace zmiany kierunku jazdy).
Na uzytek tego artykulu bedziemy nazywaé ukltad o tej wlasnosci petnym
rozjazdem linii dwutorowych w trzech kierunkach.

Pelny rozjazd przedstawiony na rysunku 1 zawiera szes$¢ zwrotnic oraz trzy
skrzyzowania toru pojedynczego. Majac na wzgledzie Czytelnikéw, ktorzy
dotad nie dokonywali poglebionej analizy infrastruktury torowej, spieszymy

z wyjasnieniem, ze zwrotnica to taki styk trzech odcinkéw toru, ze jeden

z nich jest trwale wyr6zniony i nie mozna przejechaé przez zwrotnice, nie
pokonujac tego odcinka. Mozna albo wjechaé¢ od strony wyréznionego najazdu
i kontynuowaé podrédz po jednym z dwoch zjazdow, albo wjechaé¢ od strony
jednego ze zjazdéw i wyjecha¢ najazdem. Na wystepujacych w dalszej czesci
schematach zwrotnice bedg zaznaczone poprzez zamalowanie kata pomiedzy
zjazdami. Odcinki toréw bedziemy oznaczaé pojedyncza linia.

Trzeba przyznaé, ze przedstawiona postaé pelnego rozjazdu w trzech kierunkach
jest bardzo intuicyjna i w pierwszej chwili moze byé¢ nawet trudno wyobrazié
sobie inne rozwiazanie. Sytuacja nieznacznie komplikuje si¢, gdy spotykaja sie¢
cztery linie dwutorowe. Rozjazd pelny moze wtedy wygladaé jak na schematach
z rysunkéw 2 i 3. Uklad z rysunku 3 jest nieco bardziej symetryczny, choé
opiera si¢ na podobnym pomysle. W przypadku styku czterech linii, ze wzgledu
na znaczna ztozonosé przedstawionych petnych rozjazdow, czesto mamy do
czynienia z rozjazdem niepelnym (nie umozliwiajacym przejazdu we wszystkich
dwunastu relacjach). Takimi rozjazdami nie bedziemy sie zajmowad.

Oba przedstawione pelne rozjazdy linii dwutorowych w czterech kierunkach
zawierajg po szesnascie zwrotnic, jednak ukltad z rysunku 2 zawiera tylko
dwanascie skrzyzowan, podczas gdy uklad z rysunku 3 — szesnascie. Gdyby
wyobrazié¢ sobie analogiczny, monstrualny, pelny rozjazd w pieciu kierunkach,
zawieraltby on az trzydziesci zwrotnic. Pelny rozjazd w czterech kierunkach
mozna zaprojektowaé réwniez na inne sposoby, na przyktad taczac dwa
pelne rozjazdy w trzech kierunkach (rys. 4). Taki uklad toréw zawieralby
tylko dwanascie zwrotnic i sze$é skrzyzowari, co czyni go (w pewnym sensie)
prostszym od przedstawionych dotad koncepcji.

Tu moze sie pojawié pytanie, czy nie mozna znalezé czego$ jeszcze ,,prostszego”?
Aby przekonad sie, ze tak, nalezy udaé sie (wystarczy mysla) na stynne rondo
w Bedzinie, przy ktorym znajduje sie pelny rozjazd tramwajowy zawierajacy
zaledwie osiem zwrotnic. Jego schemat przedstawia rysunek 5. Taka koncepcja
wydaje si¢ bardzo elegancka, oszczedna i, w przeciwienstwie do poprzednio
omowionych rozjazdéw, umozliwia dodatkowo zawracanie. W praktyce
przegrywa jednak choéby ze wzgledu na zajmowang wicksza powierzchnie.
Inna jej wada jest mniejsza przepustowosé. Pomimo tych niedoskonatosci
ronda torowe mozna spotka¢ rowniez w innych miastach, na przyktad w Lodzi
lub Brukseli. Rondo takie zostalo takze uwiecznione na obrazie Aleksandra
Jedrzejewskiego Luk triumfalny w Paryzu.

Z punktu widzenia czystej matematyki, gdzie przestrzen moze by¢
nieograniczona, a tramwaje jednopunktowe, rondo jest lepszym pelnym
rozjazdem. Jesli interesuje nas pelny rozjazd linii dwutorowych w n kierunkach
(n = 3), koncepcja ronda pozwala go zrealizowaé z wykorzystaniem 2n zwrotnic.
Czy mniejsza liczba jest osiagalna? Dla n = 3 do budowy ronda potrzeba szesciu
zwrotnic, czyli doktadnie tyle, ile wymaga , klasyczny” rozjazd.
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Ponizej mozna zobaczy¢ takze dwa nowe pomysty.
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Teraz, w ramach odskoczni od podziwiania schematéw, wykazemy, ze
najmniejsza mozliwg liczba zwrotnic pelnego rozjazdu linii dwutorowej w trzech
kierunkach jest... 4.

Schemat rozjazdu mozemy traktowaé jako graf nieskierowany, ktérego
krawedziami sa odcinki toru, a wierzchotkami rozgalezienia, czyli zwrotnice.
Do wierzchotkéw mozemy takze zaliczy¢ wlotowe i wylotowe odcinki. Dla
pelnego rozjazdu linii dwutorowej w trzech kierunkach mamy wigc szesé
wierzchotkéw o stopniu 1 i pewnag liczbe wierzchotkéw stopnia 3, czyli zwrotnic.
Kazdy odcinek toru ma dwa korice (albo sa to zwrotnice, albo liscie ,na
krawedzi schematu”), wigc suma stopni musi by¢ parzysta, czyli po odjeciu
parzystej liczby lisci dostajemy liczbe parzysta bedaca trzykrotnoscia liczby
zwrotnic. Zwrotnic musi zatem by¢ parzyscie wiele. Gdyby bylo to zero lub
dwa, wtedy caly graf mialby albo szes¢ wierzchotkéw i trzy krawedzie, albo
osiem wierzchotkéw i sze$é¢ krawedzi, czyli nie moégtby by¢ spéjny. Jednak od
kazdego wjazdu istnieje Sciezka do kazdego wyjazdu, stad wynika, ze graf
pelnego rozjazdu jest zawsze spojny, co jest mozliwe dopiero przy wykorzystaniu
co najmniej czterech zwrotnic.

W przedstawionym dowodzie nie wykorzystaliSmy wszystkich wlasnosci pelnego
rozjazdu, wiec Czytelnik Ostrozny zapewne oczekuje potwierdzenia, ze cztery
zwrotnice naprawde wystarcza. Takim potwierdzeniem jest rysunek 6, ktéry
przedstawia optymalny, tj. wykorzystujacy minimalna liczbe zwrotnic, pelny
rozjazd linii dwutorowej w trzech kierunkach. Latwo zauwazy¢ jego praktyczng
nieprzydatnoé¢, rozwazajac przejazd tramwaju z péinocy na zachdod.

Skoro udzieliliSmy odpowiedzi dla n = 3, mozemy sie pokusi¢ o rozstrzygniecie
kwestii wiekszych rozjazdéw. Powtarzajac rozumowanie ze stopniami,
otrzymujemy, ze liczba zwrotnic musi by¢ parzysta. Jest catkowicie naturalne, ze
minimalna liczba zwrotnic potrzebna do budowy pelnego rozjazdu jest funkcja
niemalejaca ze wzgledu na n. Wykazemy, ze jest silnie rosnaca.

Niech bedzie dany rozjazd optymalny w n + 1 kierunkach i wyobrazmy sobie
likwidacje jednego dwutorowego odcinka oraz wszystkich elementéw rozjazdu,
ktére od tego momentu nie beda potrzebne. Oznacza to usuniecie z grafu dwbch
lidci, ktére sa polaczone krawedziami z pewnymi zwrotnicami (mozliwe, ze

z ta sama). Jesli usuwana krawedz dochodzi do zwrotnicy od strony zjazdu,
wystarczy zastapi¢ pozostate dwie krawedzie dochodzace do tej zwrotnicy
przez jedna (zastepujemy zwrotnice prostym odcinkiem). W przeciwnym
przypadku, gdy usuwany jest najazd, zaden przejazd przez zwrotnice nie bedzie
juz mozliwy, wiec usuwamy réwniez pozostale dwie krawedzie wychodzace ze
zwrotnicy. Zauwazmy, ze za kazdym razem usuwamy tylko te odcinki, na ktore
nie da si¢ wjechaé z innego kierunku niz usuwany, czyli procedura nie narusza
zadnej trasy przejazdu pomiedzy nieusuwanymi kierunkami. Po zakonczeniu
procedury zostajemy zatem z rozjazdem pelnym w n kierunkach. Usuwajac
jeden dwutorowy odcinek wychodzacy z rozjazdu, musimy usunaé co najmniej
dwie zwrotnice, czyli minimalna liczba zwrotnic dla n jest mniejsza przynajmniej
o dwa od minimalnej ich liczby dla n + 1.

Powyzsze rozumowanie prowadzi (dzieki indukeji matematycznej) do
oszacowania liczby zwrotnic koniecznej dla pelnego rozjazdu w n kierunkach

od dotu przez 4 4+ 2(n — 3) = 2n — 2. Pozostaje pytanie, czy taki optymalny
rozjazd istnieje dla kazdego n? Odpowiedz jest twierdzaca, a jedna z mozliwych,
og6lnych metod konstruowania takich rozjazdéw przedstawia rysunek 7.
Zauwazmy, ze ta metoda dla n = 3 daje inne optymalne rozwiazanie od
przedstawionego wczesnie;j.

Tak okreslone rozwiazania optymalne umozliwiajg zawracanie z kazdego
kierunku. Na pewno mozna uniemozliwi¢ zawracanie z jednego kierunku
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(por. rys. 6). Jaka jest minimalna liczba zwrotnic, jedli zazadamy, aby
zawracanie byto w ogdle niemozliwe? Co mozna powiedzieé, jesli sprobujemy
dodatkowo zminimalizowa¢ liczbe zwrotnic, przez ktére nalezy w najgorszym
wypadku przejechaé¢ podczas pokonywania rozjazdu? Z tymi pytaniami
pozostawie Czytelnika, a to jeszcze nie koniec.

W dotychczasowych rozwazaniach omawialiémy przypadek linii dwutorowych

i (poza jednym przykladem) wszystkie odcinki pojedynczego toru w obrebie
rozjazdu byty jednokierunkowe. By¢ moze Czytelnik Obeznany z Teoria
Grafow dostrzegt, ze problem optymalnego rozjazdu pelnego mozna w takim
przypadku stosunkowo tatwo wyrazi¢ w jezyku graféw skierowanych, naktadajac
odpowiednie ograniczenia na stopnie wierzcholkéw oraz zadajac istnienia
odpowiednich skierowanych $ciezek pomiedzy lié¢mi. Istnieja jednak réwniez
linie jednotorowe, po ktérych odbywa sie ruch wahadtowy. W tym przypadku
$cidle formalny opis problemu optymalnego rozjazdu pelnego bylby nieco
bardziej skomplikowany. Ze wzgledu na szczegdlne wlasnosci zwrotnic nie
wystarczy mowié o skierowaniu krawedzi. Poszukiwanie eleganckiego formalizmu
pozostawiam Czytelnikom Zmotywowanym. Wykazanie, ze pelny rozjazd linii
jednotorowych w n kierunkach (n > 3) wymaga uzycia co najmniej n zwrotnic,
jest bardzo podobne do przedstawionych rozwazan na temat linii dwutorowych.

Optymalne rozjazdy w tym przypadku réwniez nie wydaja sie atrakcyjna
propozycja dla projektantéw rzeczywistych torowisk.

Ciekawie robi sie, gdy rozwazamy pelny rozjazd pewnej liczby linii dwutorowych
i pewnej liczby linii jednotorowych. W rzeczywistosci, gdy linie jednotorowsa

a jednokierunkowym.

nalezy potaczy¢ z linia dwutorowa w dwéch kierunkach, projektanci torowisk
zwykle siegaja po rozwigzania wymagajace siedmiu zwrotnic, takie jak na
rysunkach 8 i 9. Wiedzac, jak wyglada optymalny pelny rozjazd dla linii
dwutorowych w trzech kierunkach, tatwo domyslamy sie, jak rozwiazac
ostatni problem przy uzyciu pigciu zwrotnic. Tu moze pojawié si¢ pytanie,
czy to ,najlepsze”, co da sie wymysli¢? Czy polaczenie pieciu pojedynczych
toréw moze by¢ ,trudniejsze” od polaczenia szesciu? Okazuje sie, ze tak!
Ten ,paradoks” wynika z istotnej réznicy pomiedzy torem dwukierunkowym

Podobnie jak poprzednio mozemy przeanalizowaé sume stopni wierzchotkow
schematu i zauwazy¢, ze tym razem zwrotnic musi byé nieparzyscie wiele. Moze
wystarcza trzy? Bazujac na wczeéniej opisanym rozumowaniu na temat usuwania
toréw i zwrotnic, mozemy stwierdzi¢, ze po usunieciu jednego z dwutorowych
odcinkéw (zalézmy, ze chodzi o wjazd/wyjazd ze wschodu) pozostaly uklad
toréow nadal bedzie umozliwial przejazd z nieusunietej linii dwutorowej na
jednotorowa w obu kierunkach (W S). Procedura wigzalaby si¢ z usunigciem co
najmniej dwéch zwrotnic. Gdyby poczatkowy pelny rozjazd zawieral tylko trzy
zwrotnice, po wspomnianym demontazu pozostataby dokladnie jedna. Latwo
zauwazy¢, ze wyglad takiego jednozwrotnicowego rozjazdu jest wyznaczony

jednoznacznie.

Gdybysmy z poczatkowego ukladu o trzech zwrotnicach
usuneli tylko jeden jednokierunkowy wylot, musiatyby
pozostaé dwie zwrotnice i taki uktad umozliwiatby
przejazd w czterech relacjach (W< S, E— S oraz

W <« E). Ponadto od tego momentu demontaz jednej
zwrotnicy (i odpowiedniego odcinka toru) prowadzi

do wspomnianego wczesniej prostego potaczenia linii
dwutorowej w jednotorowa. Gdy jednak rozwazymy
kazda ze stosunkowo niewielu mozliwoéci rozbudowy
uktadu z jedng zwrotnica, okaze sig, ze zadna nie
pozwala na przejazd w oczekiwanych czterech relacjach.
Otrzymujemy wiec, ze poczatkowy uktad z trzema
zwrotnicami nie mégl by¢ pelnym rozjazdem.

Przedstawione rozwazania nie sa $cidle formalne,
a przydatnosé uzyskanych wynikéw moze si¢ wydawacé
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watpliwa. Jest w tym jednak pewien powtarzajacy

sie w historii matematyki wzorzec, gdy obserwacje
rzeczywistosci prowadza do nietrywialnych uogdlnien.
By¢ moze przedstawione tu podwaliny teorii torowisk (7)
sa jednostkowa ciekawostka dla mitosnikéw matematyki
rekreacyjnej (i/lub komunikacji miejskiej), a moze
znajdzie si¢ Smiatek chetny kontynuowaé¢ badania

na tym polu? Mozna zastanowi¢ sie¢ nad liczba
koniecznych skrzyzowan, rozwazaé rozjazdy z réznorodna,
liczba wjazdéw i wyjazdéw albo zwrdcié uwage na
obciazenie/przepustowosé (tu mozna np. zastosowaé
osiagniecia teorii sieci przeplywowych) poszczegdlnych
odcinkéw toru przy ustalonym (choéby réwnomiernym)
wykorzystaniu wszystkich relacji... Matematyka jak
kazda inna.



