Informatyczny kacik olimpijski (130):

Kwadraty liczb naturalnych

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,Kwadraty liczb naturalnych”,
ktore pojawilo sie¢ na finale Zawodéw Indywidualnych XIIT Mtodziezowej
Olimpiady Informatycznej.

Kwadraty liczb naturalnych: Piotr jest zafascynowany kwadratami liczb naturalnych, czyli liczbami:
1,4,9,16,25, ... Chiopiec ma przed sobq cigg n liczb naturalnych a = (a1, asg, ..., ay). e jest takich par liczb
naturalnych w ciggu a, Ze ich iloczyn jest kwadratem liczby naturalnej?

Niech m oznacza warto$é¢ najwiekszej liczby w ciagu a,
zas M niech oznacza najwiekszy iloczyn pary liczb
w ciagu a.

Rozwiazanie O(n? - VM)

Zacznijmy od rozwigzania, w ktérym obliczamy

. .. om(n=1) L

iloczyn kazdej z ——5— par elementéw ciggu a.
Nastepnie zliczamy te iloczyny, ktére sa kwadratami
liczb naturalnych. Zat6zmy, ze chcemy sprawdzic,

czy x jest kwadratem. W tym celu przegladamy
kwadraty kolejnych liczb naturalnych: 22,33, 42, ...
Jesli trafimy na x, to odpowiedz jest pozytywna. Jesli
trafimy na liczbe wieksza niz x, wtedy przerywamy
dzialanie i odpowiedz jest negatywna. Tym sposobem
rozwazymy O(/z) kwadratéw. Zatem rozwiazanie dziala
w czasie O(n? - vV M).

Rozwiazanie O(n? - log(m))

Przyspieszmy sprawdzanie, czy x jest kwadratem.
Zaaplikujmy algorytm wyszukiwania binarnego na ciagu
kwadratéw: 12,22,... 22, Algorytmy wykona O(log(x))
operacji. Cale rozwiazanie dziala w czasie O(n? - log(m)).

Szkic rozwigzania optymalnego

Zauwazmy, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze
kwadratu liczby naturalnej kazdy czynnik pierwszy
wystepuje parzyscie wiele razy. Zatem iloczyn dwéch
liczb jest kwadratem, jesli zbiory czynnikéow pierwszych
wystepujacych nieparzyscie wiele razy w rozkltadzie obu
liczb sa takie same. Niech wiec b= (b1,ba,...,by), gdzie b;
oznacza iloczyn czynnikéw pierwszych, ktére wystepuja
nieparzyscie wiele razy w rozktadzie a;. Innymi stowy,
b; to a; podzielone przez swbj najwiekszy dzielnik
bedacy kwadratem. Wéwczas a; - a; jest kwadratem, jesli
b; = b;. Zatem wynikiem jest liczba par takich samych
elementow w ciagu b.

Zliczanie par

Zatézmy przez chwile, ze znamy ciag b i chcemy policzy¢
liczbe par elementéw o takich samych wartosciach.

W tym celu wystarczy posortowaé ciag niemalejaco.
Wéwczas elementy o tych samych wartosciach

znajda sie obok siebie (beda tworzyly bloki). Nastepnie
przegladamy kolejne bloki elementéw i zliczamy pary.
W k-elementowym bloku mozna wybraé k(k=1) par.
Sortowanie realizujemy w czasie O(n - log(n)), podzial
na bloki odbywa si¢ w czasie O(n). Zatem zliczanie par
tych samych elementéw w ciagu b odbywa si¢ w czasie
O(n - log(n)).

Wyznaczenie ciggu b w O(n - y/m)

Warto$é b; dla kazdego i od 1 do n liczymy niezaleznie.

Poczatkowo niech b; = a; dla kazdego ¢. Nastepnie
przegladamy kolejne kwadraty (2%,32,..., (| /a;])?) jako
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kandydatow na dzielniki a;. Jesli rozpatrywany kwadrat
jest dzielnikiem b;, to dzielimy b; przez ten kwadrat.

W ten sposéb z rozkladu na czynniki pierwsze usuniemy
kwadraty.

Wyznaczenie ciggu b w O(n - 1@)) (%)

Zauwazmy, ze nie ma potrzeby przegladania wszystkich
kwadratow. Wystarczy rozwazaé¢ kwadraty liczb
pierwszych (22,3252, ...). Pamietajmy o tym, ze kwadrat
moze wielokrotnie wystepowaé w rozkltadzie na czynniki
pierwsze. Wtedy musimy usunaé wszystkie jego
wystapienia. Przykladowo: liczbe 48 =2-2.2.2.3
musimy dwukrotnie podzieli¢ przez 22. Kazda liczba
zostanie podzielona co najwyzej O(log(m)) razy. Liczbe
liczb pierwszych w przedziale [1; |/m]] szacujemy

jako 1@). Stad catkowita ztozonosé wynosi O(n . 1@)).

Wyznaczenie ciagu b w O(n - log(m) +m) (xx)

Na poczatku zliczmy wystapienia liczb w ciagu a. Niech
Zyw = {i | a; = w} (zbiér indekséw elementéw ciagu a

o wartosci w). Nastepnie przegladamy kwadraty liczb
pierwszych z przedziatu [1;m] jako potencjalne dzielniki.
Zalézmy, ze rozpatrujemy kwadrat p?. Wiemy, ze jest on
dzielnikiem: 1-p2,2-p?,3-p?,..., U}%J - p?. Dla kazdej

z tych wartosci, korzystajac z tablicy zliczajacej Z,
odwotujemy sie bezposérednio do elementéw, ktore sa
podzielne przez p?, i te elementy dzielimy przez p?.

Po zakonczeniu otrzymane wartodci tworza ciag b.

Do kazdego elementu ciagu odwolamy sie co najwyzej
O(log(m)) razy. Liczba rozpatrywanych wielokrotnosci
wynosi: 43 + §3 + £z + ..., co w sumie wynosi O(m).
Zatem otrzymalidémy rozwiazanie dziatajace w czasie
O(n -log(m) + m).
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Polaczmy dwa poprzednie rozwiazania () i (xx).
Najpierw, podobnie jak w (x), dla kazdego elementu
ciagu a rozwazmy jego potencjalne dzielniki (kwadraty

liczb pierwszych), nie wigksze niz /m. Takich dzielnikéw

jest 0(10;%). Nastepnie zaaplikujmy rozwigzanie (xx)

z drobna zmiang. Rozpatrujmy tylko wielokrotnosci
kwadratéw liczb pierwszych wiekszych od /m.

Niestety, tak opisane rozwigzanie nadal wymaga
utworzenia tablicy zliczajacej rozmiaru O(n + m).

Do implementacji tablicy zliczajacej wystarczy uzyé
tablicy mieszajacej (tablicy z haszowaniem) i problem
zostaje rozwigzany. Otrzymujemy algorytm, ktory dziata
Tog(m)
pozostawiam Czytelnikowi. Jednoczesnie zachecam
do pomyslenia nad lepszym oszacowaniem.
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Wyznaczenie ciggu b w O(n

. 3 . .
w czasie O(n - + m7). Dowéd tego oszacowania



