Bardzo to piekne, ale czy aby na pewno prawdziwe? Pewien niemiecki astrofizyk
onegdaj o$wiadczytl: Symulowalibysmy gwiazdy nawet wtedy, gdyby one nie
istnialy.

Otéz tak, tego rodzaju komoérki juz odkryto. Okazalo sig, ze skutoidami jest 75%
komérek nablonkowych w gruczotach §linowych muszki owocowej (Drosophila
melanogaster — dla genetykéw bedacej prawdziwym laboratorium) i 50%
komérek rozwijajacych sie fald zarodka owada. Wykryto je rowniez u danio
pregowanego (Danio rerio), ryby, ktéra dzigki latwemu rozmnazaniu i szybko
przebiegajacemu cyklowi zyciowemu takze jest wdziecznym obiektem badan.

ok T Winien jestem jeszcze wyjasnienie dotyczace nazwy tej nowej bryty. Autorzy
Rys. 2. Scutellum kruszczycy zlotawki odkrycia dopatrzyli sie w niej pewnego podobienstwa do pancerza chrzaszczy,
Cetonia aurata. a konkretnie do fragmentu grzbietowej czesci segmentu skrzydtotutowia po

tacinie nazwanego scutellum (od scutum — tarcza), a po polsku zatarczkg. Jest
to niewielki tréjkat widoczny na grzbiecie chrzaszcza kruszczycy ztotawki,
pokazany na rysunku 2.

Nieoczekiwane zastosowania szeregu harmonicznego
* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie KCL?“OZ GR YSZKA *

Problem 1. Do dyspozycji mamy nieograniczona liczbe Problem 2. Na jednym z koncéw kilometrowej
prostopadlosciennych cegiel o jednakowym rozmiarze rozciagliwej nici siedzi mréwka. Zaczyna poruszaé

i masie. Cegly ustawiamy jedna na drugiej — bez uzycia sie ze stala predkoscia 1 em/s w kierunku drugiego
zadnych materialéw klejacych. Jak bardzo najwyzej konica. Po uptywie kazdej sekundy ni¢ wydluza sig
polozona cegla moze by¢ wysunieta w stosunku do cegly o jeden kilometr — natychmiastowo i jednorodnie na
polozonej najnizej? Rozklad masy w kazdej cegle jest calej dlugosci. Czy mrowka jest w stanie dotrzeé na
jednorodny. drugi koniec nici?

Zanim przedstawimy rozwiazania, przypomnijmy, ze szereg harmoniczny, suma
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych
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jest rozbiezny, czyli jego suma jest nieskonczona. Wynika to z nastepujacych
oszacowan
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Rozbieznosé tego szeregu odgrywa kluczowa role w rozwigzaniach obu
probleméw.

Rozwiazanie problemu 1. Chcemy ustawié¢ wieze, ktérej najwyzsza cegla
bedzie wystawata mozliwie daleko. Eksperymentujac, na przyktad z kostkami
domino, mozemy zauwazy¢, ze nizsze kostki warto wysunaé mniej niz te wyzsze;

wyzsze maja ,swobode”, gdyz musza utrzymaé na sobie mniej kostek (rys. 1).
Rys. 1

Przyjmijmy, ze kazda ceglta ma dlugosé 2. Masa cegiet jest roztozona
jednorodnie, tak ze $rodek ciezkosci znajduje si¢ dokladnie w potowie dtugosci
+Z prawej strony” oznacza, ze lewy koniec  cegly. Jakie wysunigcie mozna osiagnaé w ten sposéb z czterech cegiet?
podkladancj cegly ma wspdlrzedna Odwr6émy kolejnoéé budowania i zacznijmy od cegly najwyzszej — niech kazda
wickszg niz lewy koniec cegly X . U o .
bezposrednio nad nig. nowa cegla bedzie dokladana na spdéd wiezy z jej prawej strony.
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Rys. 2. Optymalna wieza z pigciu cegiel.
Najwyzsza cegla znajduje si¢ w catodci
poza zasiggiem najnizszej cegly.

Wzér

ZHk —(n+1)H, —
k=1

jest prawdziwy dla wszystkich n > 0.
Wykazemy to indukcyjnie. Zalézmy, ze
powyzsza réownosé jest prawdziwa, wtedy
zachodzi nastepujace:

n+1

ZHk 7ZHk+Hn+l =

:(n+1)ann+Hn+1:

1
= VD (Hpsr— —— ) —n+Hppy =
(n+)< +1 n+1) n+ +1

=(n+2)H,y1—(n+1).
Nalezy jeszcze sprawdzié¢ pierwszy krok
indukcji i tozsamo$é bedzie udowodniona.

.1

Rozwigzanie zadania M 1607.
Pomalujmy kazdy tréojkat danej
triangulacji na czarno albo na biato

w taki sposéb, aby tréjkaty majace
wsp6élny bok mialy rézny kolor. Takie
kolorowanie mozna uzyskac
rozpoczynajac od pomalowania dowolnego
trojkata, a nastepnie kolorujac kolejno
tréjkaty graniczace bokiem

z pomalowanymi dotychczas. Oznaczmy
liczby biatych i czarnych tréjkatow
odpowiednio przez b i c.

Z warunkéw zadania wynika, ze wszystkie
boki danego n-kata naleza do tréojkatéw
triangulacji tego samego koloru; bez
straty ogolnosci przypusémy, ze jest to
kolor czarny. Tymczasem kazda przekatna
triangulacji jest bokiem doktadnie
jednego tréjkata czarnego i jednego
trojkata biatego. Stad wniosek, Ze lgczna
liczba narysowanych przekatnych jest
réwna 3b, a lgczna liczba bokéw n-kata

i narysowanych przekatnych jest réwna 3c.

W konsekwencji n = 3(c — b).

W $rodku pierwszej cegly zaczepmy pozioma o$ liczbowa — wspotrzedne srodkdw
wiez bedziemy oblicza¢ wzgledem tej osi.

Pierwsza dotozona pod spdd cegla musi by¢ ustawiona tak, by gbérna cegta nie

wystawata o wiecej niz 1 — w przeciwnym przypadku $rodek ciezkoSci gornej

cegly znajdowalby si¢ poza punktem podparcia i wieza przewrdcitaby sie.

Jak teraz dostawi¢ trzecig cegle? Srodek ciezkosci dwéch gérnych cegiel ma

wspotrzedna %(0 +1) = 3, jest to wspdtrzedna lewego konca trzeciej cegly, ktoérej
3

srodek ciezkosci ma wspédirzedng 1 + % = 3.

Jeszcze czwarta cegla. Srodek ciezkoscei trzech dotychezas ustawionych cegiel
ma wspolrzedna 5 1 (0 +1 + §) = 5 Czyli érodek ciezkosci czwartej cegly ma
wspolrzedng 1 —|— 3 + 3 KoleJne cegly sa wysunigte w prawo o 1, %, %

w stosunku do cegly powyzej.

Ustawiajmy kolejne cegly w ten sposéb i zaprzegnijmy do pracy szereg
harmoniczny. Oznaczmy przez H, := Y ,_, % Pokazemy ogdlny wzor na
wspdlrzedng lewego korica n-tej cegly — a mianowicie jest ona réwna H,_1 — 1
dla n > 1. Rozumowanie poprowadzimy indukcyjnie. Przypadek, gdy n = 2,
przeanalizowaliSmy powyzej, zalézmy zatem stusznosé wzoru dla pewnego n > 1.

Zauwazmy na poczatek, ze srodek ciezkosci k-tej cegly, dla 1 < k < n, ma
wspdlrzedna réwng Hy_ 1 (kazda cegla ma dlugosé 2) oraz $rodek ciezkosei
pierwszej cegly ma wspélrzedna réwna 0. Tym samym $rodek ciezkosci
wszystkich n cegiel ma wspoétrzedna réwna

n—1
(» 1
”(M;Hk) = —(nHy1 = (n—1)) =
gdzie r6wnosé (x) uzasadniona jest na marginesie. Pamietajac, ze §rodek
ciezkosdci n cegiel wyznacza polozenie lewego konica cegly (n + 1)-wszej,
otrzymujemy teze.

1
anl"_*_l:Hn_lv
n

Podsumujmy: prawy brzeg najwyzszej cegly ma wspoélrzedna 1, lewy koniec
kazdej kolejnej cegly ma wspélrzedna rowng Hi_1 — 1. W szczegdlnodci mozliwe
jest ustawienie takiej wiezy, zeby wysuniecie byto réwne jednej, dwém lub
dziesieciu dlugosciom cegly. W teorii wysuniecie moze byé¢ dowolnie duze.
Wysuniecie wigksze niz 1 uzyskamy juz dla 5 cegiel (rys. 2), dlugoéci 2 dla

32 cegiel, dlugoéci 3 dla 228 cegiel. Ile cegiel jest potrzebnych do wysuniecia
dhugoéci 47

Rozwigzanie problemu 2. Rozwazmy ogdlniejszy problem: s to poczatkowa
dlugosé nici; d — kazdorazowe wydtuzenie nici; v — dystans pokonywany przez
mréwke w ciagu kazdej sekundy (miedzy wydluzeniem nici). Zobaczmy, co stanie
si¢ w pierwszej sekundzie: mréwka pokonata % czesci calej nici, ktéra rozciaga
sie nastepnie jednorodnie. Po tym rozciagnieciu mréwka nadal ma za sobg taka
sama czesS¢ calej nici. W drugiej sekundzie sytuacja jest podobna — mréwka
pokona 5 czesci nici (o dlugosci s 4 d), a wigc tacznie pokona ¥ + Sra calej
drogi. Zauwazmy, ze proces rozciagania nie wplywa na to, w jakiej czesci nici
znajduje si¢ mréwka. Po trzeciej sekundzie mréwka pokona T + Si—d + 35a
nici. Niech funkcja f(n) okresla cze$é nici przebyta w czasie n sekund (przed
rozciagnieciem). Mozemy stwierdzié, ze

n

fo) =" ——.
kZ:Oerkd

Zauwazamy jednak, ze dla k > 0 zachodzi a2 ﬁ T, stad

s+d

Poniewaz H,, jest rozbiezny, to 1stn1eJe takie n, dla ktorego H,, > ; dla
takiego n otrzymujemy f(n) > 1. A to oznacza, ze mréwka dotarta na drugi
koniec nici!

Zauwazmy rzecz niezwykla — niezaleznie od wyboru wartosci v, s oraz d, mréwka
ostatecznie zawsze pokona caly dystans. Potrzebne jest jednak robocze zatozenie,
ze mrowka jest niedmiertelna. Aby sie przekonaé¢ dlaczego, odpowiedzmy

na pytanie: jak dtugo mréwka bedzie musiata kroczyé, aby osiagnaé swéj cel?
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Problem 2 oraz jego wariant wydaja sie
sprzeczne z intuicjg i z tego powodu
czesto okresla sig¢ je mianem paradoksu —
jest on zblizony w swojej naturze do
paradoksu Achillesa i zélwia.

Réwnanie wystepujace w rozwiazaniu
Problemu 2’ jest typu
Lagrange’a—d’Alemberta i jego (do$¢
skomplikowane) rozwigzanie pomijamy.

Stata Hubble’a opisuje tempo ekspansji
Wszechswiata. Jej dokladna warto$é nie
jest znana, jednak dane z obserwacji
odlegtych obiektéw wskazuja jej wartosé
w granicach 67-74 kilometréw na sekunde
na kazdy megaparsek (parsek to

w przyblizeniu 3,2616 lat $wietlnych).

Na tym nie koricza sie zastosowania
rozbieznosci szeregu harmonicznego.
Mozna za jego pomocag wykazaé istnienie
nieskonczenie wielu liczb pierwszych
(zobacz: A7) lub dowiesé twierdzenia
Schura (zobacz: A).

Ot6z ma miejsce nastepujace przyblizenie

Vo= v VoW (n—1)d
= - —— -+ -In(1+-—].
J(n) s+;s+kd $+dn(+ s+d
Po przeksztalceniach otrzymujemy jawny wzor na n — przyblizony czas marszu
mréwki wynosi
s+d a_a S
n = ev s .
d d
W szczegdlnosci, dla danych opisanych w naszym problemie otrzymujemy
n = 2,065 - 103422 sekund. To duza (!) liczba — szacowany wiek Wszech§wiata
to okoto 4 - 10'7 sekund.

Problem 2 mozna uogélni¢ na przypadek, w ktérym nie tylko mréwka

porusza sie ze stala predko$cia, ale réwniez nié¢ rozciaga sie stale (tj. w kazdej
chwili ze stala predkoscia). Innymi stowy — przypadek dyskretny oméwiony
powyzej zamieniamy na problem z czasem ciaglym. Przy czym ostrzegamy: do
rozwiazania uzyjemy rownania rézniczkowego.

Rozwiazanie problemu 2’. Niech z(t) oznacza pozycje mréwki w chwili ¢. Nié
zaczepiamy na osi liczbowej tak, ze jej nieruchomy koniec jest w punkcie x = 0,
drugi za$ koniec przesuwa sie wzdtuz dodatniej pétosi. Predkosé, z jaka porusza
sie mréwka, jest rowna v powiekszonemu o biezaca predkosé, z jaka rozciaga sie
dany kawatlek nici. Aktualna dlugo$é nici to s + td i tylko drugi koniec porusza
sie z predkoscia d — punkt odlegly o x(¢) od punktu poczatkowego mréwki
porusza si¢ z predkoscia d - :jf?d proporcjonalna do potozenia na nici. Réwnanie
rézniczkowe (ostrzegaliSémy) opisujace taka sytuacje:

dx(t)

s+td’

() =v+

Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja
2(t) = (s +td) - (A + g In(s + td)) ,

gdzie A € R jest pewna nieznang stata. Wyznaczamy ja przez uwzglednienie
warunku z(0) = 0, ktéry znajduje sie w opisie problemu. Otrzymujemy
A= —%Ins, a tym samym ;

d
x(t)==-(s+td)-In[ 1+t— ).
0= G+t (15
Rozwiazanie problemu polega teraz na znalezieniu takiego ¢, dla ktérego
x(t) = s + td. Korzystajac z wyprowadzonego przed chwila wzoru, mozemy

wykazaé, ze
S d
t:f(?fl)
e

Oznacza to w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego v > 0 oraz dowolnych
s,d > 0 mréwka zawsze dotrze na koniec nici. Jezeli s = 1km, d = 1km/s
oraz v = 1 cm/s, to t ~ 2,807 - 10*342% sekund. Jest to wynik bardzo zblizony do
tego otrzymanego w przypadku dyskretnym. Co wiecej, mozna zauwazy¢ spore
podobienstwo w otrzymanych wzorach przyblizajacych czas wedréwki.

kkk

Zostawmy chwilowo szereg harmoniczny i przyjrzyjmy sie ekspansji
Wszechéwiata. Wspdlezesny model kosmologiczny bazuje na dwoch kluczowych
obserwacjach:

e obiekty odlegle od Ziemi oddalaja sie od niej,
e tempo oddalania jest proporcjonalne do odlegltosdci od Ziemi.

Te obserwacje to tak zwane prawo Hubble’a. Taki model Wszech$wiata jest
zblizony w opisie do Problemu 2 (réwniez 2') — Wszechswiatem jest nié, a jego
ekspansja to jej rozciaganie. Zauwazmy, ze w modelu z nicig tempo rozciggania
byto proporcjonalne do odleglosci od jednego z konicéw nici (tego, z ktérego
zaczynala swéj marsz mrowka) — odpowiada to dokladnie prawu Hubble’a.

Co w szczegblnoséci wynika z rozwigzania probleméw 2 i 2’ dla podboju
Wszechéwiata? Nie musimy przejmowacé si¢ tym, ze dalsze punkty uniwersum
oddalaja sie coraz szybciej. Majac do dyspozycji odpowiedni statek i duzo czasu,
mozemy dotrze¢ do dowolnego punktu w obserwowalnym kosmosie.
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