Klub 44

VE1-44

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
771 (WT =2,91) 1772 (WT = 1,57)
z numeru 12/2018

Marcin Matogrosz Warszawa 48,12

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2019

777. W tréojkacie ABC bok BC jest najdluzszy. Okrag wpisany jest styczny do bokéw BC, CA, AB

Michal Adamaszek Kety 44,23

Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74

Witold Bednarek Lédz 39,79 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Pawel Najman Krakow 38,58

Pawel Kubit Krakow 38,09 : 44 =
Jerzy Cisto Wroctaw 37,86 Przypomlnamy tresé zadan:
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 37,32

Michatl Kozlik Gliwice 35,73

Oto i dzien Weteranéw Klubu 44 M.

Pan Marcin Matogrosz — po swej trzeciej
ukonczonej kolejce — jest Weteranem
trzydziestym dziewigtym. Za$ pan Michat
Adamaszek (Weteran od dawna) wlasnie
zalicza czwarta kolejke.

777. Punkt przeciecia prostych CA i KM oznaczmy
przez N, a punkt przeciecia prostych AP i KL — przez S.
Przyjmijmy ponadto oznaczenia: © = |AL| = |[AM]|,
y=|BM|=|BK|, z=|CK| = |CL| (wiec x < y,

x < z); w = |AN]|. Dzigki réwnoleglosci CP||LK mamy
podobienstwa ANCP ~ ANLK, NACP ~ ANALS,

z ktérych wynikaja proporcje
|ICP| INC| w+ax+z

ICP| |AC| x+=2

odpowiednio w punktach K, L, M. Na prostej KM lezy taki punkt P, ze odcinki PC oraz KL sa
réwnolegte. Dowiesé, ze prosta AP przechodzi przez $rodek odcinka K L.

778. Znalezé wszystkie tréjki liczb catkowitych x, y, z spelniajace réwnanie
2 . .
(m+y+2) :2(w2+yz+22)

wraz z warunkiem NWD(z,y, z) = 1.

778. Z tozsamosci

(x+y+22+(@+y—2)?2=2a+y>+2%) +4ay
wynika, ze zadane réwnanie jest rGwnowazne
nastepujacemu:

1) (z+y—2) = day.
Jest tez réwnowazne kazdemu z dwéch réwnan
uzyskanych przez cykliczne przestawienie zmiennych

ILK| |NL|  w+ax

LS| |AL| =

w (1). Jesli wiec liczby catkowite x, y, z spelniaja
warunki zadania, to iloczyny xy, yz, zr sa nieujemne,

Zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze |[LK|=2-|LS|,
czyli ze wH+xr+z x+2

w+T 2r
Twierdzenie Menelausa (dla tréjkata ABC przecietego
prosta K M) daje réwnosé

|AM| |BK| |[CN| =z y w+x+z_1
IMB| |KC| |NA| y =z w -
Z niej kolejno wyznaczamy
z(z + x) 2xz
=, w+r=——
z—z z—z
i otrzymujemy
wH+T+z z Z—r xT+Zz
wzr wHz 20 2z

czyli to, o co chodzito.
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co oznacza, ze liczby x, y, z sa wszystkie nieujemne lub
wszystkie niedodatnie.

WeZmy przypadek, gdy z,y,z > 0. Ze zwiazku (1)
(oraz warunku, ze x, y, z nie maja wspdlnego
dzielnika > 1) wynika, ze x = a2, y = b? dla pewnej
pary liczb catkowitych a,b > 0, wzglednie pierwszych.
Przepisujemy (1) jako a? + b% — z = +2ab, czyli
z=(a+b)2

Uwzgledniajac pominiety przypadek, gdy z,y,z < 0,
widzimy, ze tréjka (z,y, z) ma postaé
(2)  (£1)- (a®b% (a £b)?);

a,be NU{0}; NWD(a,b)=1.
Na odwrét, jesli tréjka liczb catkowitych z, vy, z ma
taka postaé¢ (wiec x = ea?, y = eb?, z = e(a + £'b)?;
g,e’ € {1,—1}), wéwczas spelnione jest réwnanie (1)
(réwnowazne wyjsciowemu), za$ liczby z, y, z sa
wzglednie pierwsze. Wzér (2) przedstawia wiec ogdlne
rozwiazanie postawionego zagadnienia. [Mozna
sformulowaé te odpowiedZ w formie bardziej symetryczej,
piszac, ze liczby x, y, z, po ewentualnej jednoczesnej
zmianie znaku, sa kwadratami trzech wzglednie
pierwszych liczb catkowitych, z ktérych jedna jest suma
dwoch pozostatych].
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Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tre$¢ zadan:

674. Niewazki poziomy pret o dlugosci 2a moze obracaé si¢ swobodnie wokél pionowej osi
przechodzacej przez jego srodek (rys. 1). Na pret nawleczone sg dwie jednakowe kulki, ktére moga
przemieszczaé sie wzdluz preta bez tarcia i odbijac sie sprezyscie od odbojnikéw na jego koncach.

zatku kulki umocowane sg w odlegltodciach a/2 od osi obrotu. Pret rozkrecono do predkosci
katowej wg, po czym kulki jednoczesnie oswobodzono. Po jakich torach beda poruszac¢ si¢ kulki?
Po jakim czasie pret wykona pelny obrét? Jaka jest zaleznoéé predkosci katowej preta od czasu?
Rozmiary kulek sa duzo mniejsze od ditugosci preta.

675. Trzy jednakowe naladowane kulki polgczone sg nieprzewodzacymi ni¢mi, ktére tworzg trojkat
prostokatny ABC (rys. 2). Kat ABC jest rowny «, bok BC ma diugosé I. Z jakimi przyspieszeniami
zaczng poruszaé si¢ kulki po przecieciu nici BC'? Masa kulki jest réwna m, tadunek kazdej z nich
wynosi q. Sil ciezkosci nie uwzgledniamy.

674. Dzieki symetrii poczatkowych polozen i predkosci, kulki przez caly

czas znajdowac sie beda w punktach symetrycznie potozonych wzgledem osi
obrotu oraz beda mialy symetryczne predkosci. Poniewaz pret jest niewazki,
nie wystepuja silty prostopadte do niego, lezace w plaszczyznie poziomej. Nie
ma tarcia, wobec tego wzdluz preta na kulki réwniez nie dziataja zadne sity

i miedzy kolejnymi zderzeniami z koncami pretéw kulki poruszaja sie wzgledem
Ziemi ruchem jednostajnym prostoliniowym (rys. 3) z predkoscia v = wpa/2.
Podczas zderzenia z odbojnikiem sktadowa pedu kulki prostopadta do preta
nie zmienia si¢. Zderzenie jest sprezyste, zatem katy padania i odbicia sa sobie
réwne i wynosza /6. Torem ruchu kazdej z kulek jest tréjkat réwnoboczny

o boku I = a/3. Pret wykona pelny obrét w czasie T' = 31/v = 6v/3 /w.
Predkoé¢ katowa preta dana jest wzorem w = vy /r, promien r spelnia réwnanie
r? = a?/4 + 22, gdzie x = vt , a vy jest sktadows predkosci v prostopadly do
promienia. Z rysunku 3 widaé, ze zachodzi zwiazek v1 /v = a/ (2r). Szukana
zalezno$¢ predkosci katowej preta od czasu dana jest wzorem

dl dla f\/g/wo <t< \/g/wo.

R CE-T2)

W chwili ¢ = v/3/wy nastepuje zderzenie z odbojnikiem i cykl si¢ powtarza
(rys. 4).

675. Wprowadzmy prostokatny uktad wspotrzednych XY jak na rysunku 5.
Poniewaz kulki A i C polaczone sa nicia, maja wzdluz osi X jednakowe
przyspieszenia. Na uktad tych kulek dzialaja sity F} i Fy. F} jest sila
oddzialywania elektrycznego miedzy kulkami B i C, F» jest wypadkowsa
sity Coulomba miedzy kulkami A i B oraz sily naprezenia nici AB i nie ma
sktadowej wzdtuz osi X. Rownanie ruchu uktadu wzdluz osi X ma postac:

2ma, = Fisinq,

stad rzuty przyspieszen kulek A i C' na o§ X sa réwne

k 2
af :af =0z =50 sin a,
m
gdzie k = 47350. Analogicznie dla uktadu kulek A i B, réwniez polaczonych nicia,
k 2
aﬁ = af =ay =5 cos a.

Wartosé przyspieszenia kulki A jest réwna:

kq?
ot = /(0 + (a2 = 5 5.

Wektor a? tworzy z osiag X kat 3 taki, ze tg 3 = aj /a2 = ctg a. Réwnanie ruchu
kulki B w kierunku osi X ma postac maf = F} sin . Stad:

kq? 1
a® a V1+3sin?a i tgy= -ctga.

= omi2 2

Analogicznie dla kulki C' otrzymujemy: ag = Fj cosa/m,
k 2
af = V1+4+3cos?2a i tgd=2ctga.
2ml?
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