Banka jaka jest, kazdy widzi
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Kazdy widzial kiedys banki mydlane. Nie ma co ukrywacé, sa one okragte. Tylko
dlaczego?

Nie wiadomo, czemu to pytanie miatoby stuzy¢, ale zastanéwmy sie chwile.
) Czy gdyby sie postaraé, to czy mozna wydmuchaé¢ barike-torus, czyli baike

w ksztalcie detki rowerowej? A jedli juz banka musi mie¢ ksztalt sfery, to czy

moze by¢ to sfera zdeformowana, na przykilad zwezona w talii? Do$wiadczenie

moéwi, ze nie — o ile banka nie jest za cigzka, to juz chwile po wydmuchaniu

przybiera ksztalt idealnie okraglej sfery. Zobaczmy wiec, jaka matematyka

(i oczywiscie fizyka) za tym stoi.

Przy dmuchaniu banki wttaczamy do niej powietrze o cisnieniu wyzszym

niz atmosferyczne. Ré6wnanie Younga—Laplace’a stwierdza, ze w dowolnym

punkcie A powierzchni banki zachodzi wzor

Ap(A) = cH(A),

gdzie o jest napieciem powierzchniowym (wspo6lczynnikiem zaleznym od

M parametréw materiatu; w przypadku baniek mydlanych mozemy przyjac, ze
jest ono stale na calej powierzchni), Ap(A) oznacza réznice ciSnieii po obu
stronach banki w punkcie A, a H(A) oznacza $redniq krzywizne powierzchni
w tym punkcie. Zgodnie ze znanym ze szkoly prawem Pascala, ci$nienie jest
stale na zewnatrz barnki i stale w jej wnetrzu, a wiec réznica Ap tak naprawde
nie zalezy od wyboru punktu. To samo tyczy si¢ zatem $redniej krzywizny.

f(z,y)

Pozostaje wyjasnié, czym ta érednia krzywizna jest. Zeby ja okreslié,
Rys. 1 potrzebujemy oprzeé¢ nasza powierzchnie M na plaszczyznie zy tak, by
jej punkt A dotykal poczatku uktadu wspéirzednych (rys. 1). Nastepnie
wybieramy funkcje kwadratowa dwdch zmiennych, czyli funkcje postaci
f(x,y) = ax? + bry + cy?, ktérej wykres najlepiej przybliza M w otoczeniu A,
i definiujemy $rednia krzywizne jako

H(A):=a+ec.
Sredniej krzywizny nie nalezy myli¢ z krzywizna Gaussa, ktérg definiuje sie
w podobny sposéb jako G(A) := —(b? — 4ac).

Nazwa srednia bierze si¢ stad, ze gdybysSmy przecieli M jakas plaszczyzna
zawierajaca o$ z i dla powstalej na przecieciu krzywej obliczyli krzywizne

w punkcie A, to H(A) réwna sie §redniej wartosci wszystkich uzyskanych w ten
sposéb pomiaréw. Mozna powiedzie¢ niescisle, ze im wigksza krzywizna, tym
bardziej powierzchnia zagina si¢ do wewnatrz.

Przykladowo, jesli sfere o promieniu R polozyé w wyzej opisany sposob, to dolna
pélsfera jest wykresem funkcji g(z,y) = R — /R? — 22 — y2. W otoczeniu zera
najlepiej przybliza ja funkcja kwadratowa f(z,y) = EZQJ;{’Z, wiec érednia krzywizna
wynosi 1/R. Oczywiscie nie ma znaczenia, ktéry punkt obraliémy jako punkt
podparcia, wiec sfera ma stala $rednia krzywizne réwna 1/R.

W latach pieédziesiatych XX wieku Aleksandr Aleksandrow wykazal, Ze jest to
jedyna zamknieta (czyli ograniczona, domknieta i pozbawiona brzegu, ktéry ma
na przyklad pélsfera) powierzchnia o tej wlasnoscei:

Twierdzenie (Aleksandrow). Jesli spdjna i zamknieta powierzchnia M
w przestrzeni trojwymiarowej ma takg samgq Sredniq krzywizne H w kazdym
swoim punkcie, to jest sferqg o promieniu 1/H.

Twierdzenie to wyjasnia okraglo$¢ baniek. Rzeczywiscie, powierzchnia
pojedynczej banki jest ograniczona i spdjna, a z praw Pascala

i Younga—Laplace’a wynika, ze w kazdym punkcie ma t¢ sama Srednig krzywizne.
7 twierdzenia Aleksandrowa wnioskujemy wiec, ze musi by¢ to sfera.

Poniewaz powierzchnie o stalej Sredniej krzywiznie sa interesujace same w sobie,
Wiegcej (i troche inaczej) o krzywiznach Kicui d 5d ierd ia. Bedzi . fakei
mozna przeczytaé w artykule Jerzego naszkicujemy teraz dowod twierdzenia. Bedzie on oparty na nastepujacym fakcie,
Konarskiego w Afg. ktorego uzasadnienie odlozymy na pdznie;j.
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Rozwigzanie zadania F 979.

Niech t oznacza czas trwania dzwieku.
Czestoéé v dzwigku nasze ucho
rozpoznaje na podstawie liczby
rejestrowanych peilnych drgan n
mieszczacych sie w czasie t, inaczej: n
réwne jest catkowitej czesci iloczynu vit.

Dokladnosé okreslenia czestosci Av ~ 1/¢.

Jedli réznica czestosci ma odpowiadac nie
wigcej niz 1/16 tonu (czyli 1/8 péttonu)
to

v+ Av S1/12\1/8 _ J1/96
——< (z ) — 21/96,
Mamy wiec Av/v < 0,0073, czyli

t > 1/(0,0073v). Otrzymujemy dla

vy = 880Hz, t; > 0,157s, a dla

vo = 110 Hz, t2 > 1,255s. Ttumaczy to
»powolnosé¢” arii basowych w poréwnaniu
z partiami sopranu.

@

Rozwigzanie zadania F 980.
Czas T zycia stanu ogranicza dokladnos$é
AEFE, z jakag mozna wyznaczy¢ jego
energie:

h

4w

Masa spoczynkowa m czastki rownowazna
jest energii E = mc?. Tym samym mase
spoczynkows czastki o czasie zycia T
mozna wyznaczy¢ z dokladnoscia

AFE h

c2

TAE >

Am =

> —.
4mTc?
Dla 7 = 3 - 107 2% s oszacowanie to daje

Am = 2- 10727 kg ~ 1,1 GOV/CQ.
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Rys. 2. M; w dwdch fazach ruchu — tuz
przed i tuz po krytycznym momencie

Lemat 1. Jesli powierzchnia M speilnia zaloZenia twierdzenia Aleksandrowa
i ma Srodek ciezkosci w punkcie S, to jest symetryczna wzgledem kazdej
plaszczyzny przechodzqcej przez S.

Twierdzenie Aleksandrowa jest natychmiastowym wnioskiem z powyzszego
lematu. Istotnie, wezmy dowolny punkt A € M rézny od S. Pokazemy, ze M
pokrywa sie ze sfera M’ o $rodku S i promieniu |AS|. Dla kazdego punktu

B € M’ mozna znalezé ptaszczyzne przechodzaca przez S, wzgledem ktoérej
punkty A i B sg symetryczne, a wiec z symetrii M wynika B € M. To pokazuje
zawieranie M’ C M, ale skoro M jest spdjna powierzchnia, to M i M’ musza
by¢ réwne. Jak obliczyliémy wczesniej, promien musi wynosié 1/H, by zgadzala
sie krzywizna.

Naszkicujemy zaraz uzasadnienie Lematu 1, ale najpierw przedstawimy dwa
pomocnicze fakty. Rozwazmy sytuacje, w ktérej dwie powierzchnie My,

M sa umieszczone jak M na rysunku 1, przy czym w pewnym otoczeniu
poczatku uktadu wspélrzednych A powierzchnia M; znajduje sie nad Mo

(z mozliwymi punktami styku, na przyklad w A). Wéwcezas odpowiadajace im
funkcje kwadratowe f1, fo sa zwiazane relacja fi > fo, z ktorej w szczegdlnosci
odczytujemy Hi(A) > Ho(A). Nier6wno$é ta jest zreszta zgodna z intuicja:
,wieksze zakrzywienie do wewnatrz = wieksza krzywizna”. UzasadniliSmy w ten
sposéb

Lemat 2 (slaba zasada maksimum). Jesli dane sq powierzchnie My, Ma
o statej sredniej krzywiinie Hy, Hsy, przy czym My znajduje sie nad Ms oraz
H, < Hj, to powierzchnie te nie mogq sie styka¢ w punktach wewnetrznych.

Do dowodu Lematu 1 bedzie jednak potrzebna tak zwana silna zasada
maksimum, ktéra stwierdza, ze réwniez w przypadku Hy; = Hs powierzchnie nie
moga sie stykac¢, chyba ze sa jedna i ta sama powierzchnia; ponadto uzyteczny
bedzie analogiczny wynik w przypadku, gdy punkt styku lezy na brzegu obu
powierzchni.

Lemat 3 (silna zasada maksimum). Dane sq¢ dwie rézne powierzchnie My,

My o tej samej stalej sredniej krzywiznie, przy czym My znajduje sie nad Ms.

Wowczas:

(a) powierzchnie te nie mogq sie stykaé w punktach wewnetrznych,

(b) jesli My, My magja brzeg i stykajq sie w punkcie brzegowym, to nie mogq
miec¢ w tym punkcie tej samej plaszczyzny stycznej.

Uzasadnienie wymagaltoby wprowadzenia narzedzi réwnan rézniczkowych
czastkowych i w zwiazku z tym wykracza poza mozliwosci niniejszego artykutu.
Czytelnik by¢ moze zechce uwierzy¢ mi na slowo, ze idea dowodu nie odbiega
znaczaco od tego, co juz zauwazyliémy przy Lemacie 2. Tymczasem przejdziemy
do geometrycznej czesci rozumowania.

Dowdd Lematu 1. Zauwazmy, ze jeSli powierzchnia M ma jaka$ plaszczyzne
symetrii, to jej srodek ciezkosci automatycznie musi leze¢ na owej ptaszczyznie.
Wystarczy wiec, ze znajdziemy plaszczyzne symetrii w kazdym mozliwym
kierunku. Dla uproszczenia zapisu skupimy sie na szukaniu plaszczyzny symetrii
réwnolegtej do plaszczyzny zy, a wiec wérdd rodziny L, = {(z,y,t) : ¢,y € R}
parametryzowanej przez t € R. Dla kazdego innego kierunku dowéd wyglada
analogicznie.

Ponizsze rozumowanie nosi obecnie nazwe metody ruchomych plaszczyzn, a to
dlatego, ze bedziemy przesuwaé plaszczyzne L, (poprzez zmiang parametru t)
tak dlugo, az znajdziemy plaszczyzne symetrii.

WprowadZmy pewne oznaczenia. Dla ustalonego ¢ niech M, M; bedzie
czescia M znajdujaca sie¢ odpowiednio nad i pod plaszczyzna L;. Ponadto
czes¢ M, odbita wzgledem L; oznaczymy przez ./\;l; — z nadzieja na réwnosé
./\;l; = M, ktéra koticzytaby dowéd. Przeanalizujmy, jak ta konfiguracja
zalezy od t. Dla odpowiednio maltych wartoéci t plaszczyzna L; przebiega
ponizej M, w rezultacie M, i M[ sa puste. Nastepnie dla pewnego zakresu t
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powierzchnia Mt_ znajduje sie pod M;; od teraz interesowaé nas bedzie
najwicksza wartos¢ ¢, dla ktérej ma to miejsce.

Przypusémy, ze w tym krytycznym momencie ¢ powierzchnie ./\;l; i M sie nie
pokrywaja. Zauwazmy, ze majq te sama stala $rednig krzywizne H oraz wspdlny
brzeg, mianowicie przeciecie M N L;. Ponadto Mt_ caly czas znajduje sie ponizej
M, jest to jednak ostatni taki moment — rysunek 3 ilustruje dwie mozliwosci,

Rys. 3. Dwie mozliwo$ci ./\;t;
w krytycznym momencie

jak moze on wygladaé (zachecam Czytelnika do uzasadnienia, ze innych
mozliwosci nie ma). W pierwszym przypadku M; , M;” maja wewnetrzny punkt

wspdlny, co jest wykluczone przez Lemat 3(a); w drugim zachodzi zgodnosé
plaszczyzn stycznych w ktéryms z punktéw brzegowych, co z kolei przeczy

Lematowi 3(b).

Sprzeczno$¢ ta pokazuje, ze dla tej szczegdlnej wartosci t powierzchnie

=

M; i My istotnie musza si¢ pokrywaé, a wiec L; jest szukana plaszczyzna

symetrii M. Jak juz zauwazyliémy wczeéniej, w takim przypadku L; przechodzi
przez srodek cigzkosci S, natomiast wybrany kierunek nie mial znaczenia dla

dowodu.

O

Z ciekawymi problemami w matematyce czesto jest tak, ze ich rozwiazanie
stanowi bardziej poczatek niz koniec historii. Tak byto i w tym przypadku
— wprowadzona przez Aleksandrowa metoda ruchomych plaszczyzn znalazla
zastosowanie w przeréznych zagadnieniach, niekoniecznie w kontekécie
powierzchni o stalej sredniej krzywiznie. Natomiast klasyfikacja takich

C

powierzchni jest nadal aktywnie uprawiana dziedzina badan. Jednym
z odgalezien tej dziedziny jest dopuszczenie mozliwych samoprzecieé, czyli
rozwazanie tak zwanych powierzchni immersyjnych (przykladem jest tzw.

butelka Kleina). Rodzina mozliwych rozwiazan tego typu okazuje sie bogatsza,

Rys. 4. Immersja butelki Kleina w R®

cho¢ nie jest latwo sie o tym przekonaé. Dopiero w 1984 Henry Wente

skonstruowal rézny od sfery ,immersyjny przyklad” powierzchni o stalej,
$redniej krzywiznie — byl to torus z samoprzecieciami.

Czy przestepstwa mozna przewidziec¢?

* deepsense.ai

Patryk MIZIULA*

Walka z przestepczoscia jest jednym z podstawowych zadan kazdej wladzy, od
jej skutecznosci zalezy jakos¢ zycia obywateli. Nic wiec dziwnego, ze rozmaite
instytucje publiczne staraja sie zaprzegaé¢ do tego celu metody statystyczne

i uczenie maszynowe. Opowiem tu pokrétce, jak wyglada w praktyce
,maszynowe” przewidywanie przestepstw i czy daje zadowalajace rezultaty.
Skupie sie na miastach Ameryki P6élnocnej, poniewaz tam tego typu systemy
sa najbardziej rozwiniete. Aby uniknaé¢ rozwazan natury prawnej, przestepstwem
bede dla uproszczenia nazywat kazde ztamanie prawa, niezaleznie od tego, czy
formalnie kwalifikuje si¢ jako czyn zabroniony, wykroczenie czy przestepstwo.

Co dokladnie chcemy przewidzieé?

Kiedy myslimy o przewidywaniu przestepstw, wielu z nas
przychodzi na mys$l film ,Raport mniejszoéci”, oparty
na opowiadaniu Philipa Dicka o tym samym tytule.
Nazwisko przysztego przestepcy bylo tam grawerowane
na drewnianej kulce, a jej kolor okreslal typ niecnego
czynu. Oczywiscie w prawdziwym Swiecie mozemy
zapomnie¢ o tak duzej dokladnoéci naszych prognoz.
Warto natomiast spojrzeé na sprawe w sposéb ilodciowy
— prébowaé przewidzieé, w jakich obszarach bedzie mialo
miejsce najwiecej przestepstw, np. w ciagu tygodnia albo
nawet miesigca. Jesli tam wlasnie wyélemy dodatkowe
patrole, by¢ moze zapobiegniemy najwiekszej liczbie
przestepstw.
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Jakie obszary sie rozwaza? Pélnocnoamerykanskie
miasta sa formalnie podzielone na rewiry policyjne

o takich rozmiarach, aby jeden funkcjonariusz mogt
patrolowaé jeden rewir na piechote. Prognoza moze byé
wybranie ,najgorszych” (o najwiekszej przestepczosci)
rewirow. Czesto tez naklada sie na miasto regularna
prostokatna siatke o oczku o rozmiarach rzedu

100m x 100m (dosyé¢ zgodna z uktadem ulic) i wskazuje
,hajgorsze” komoérki. Mozna réwniez nie narzucaé
zadnego odgoérnego podziatu i pozwolié¢ algorytmom
znalez¢ nieregularne ,najgorsze” obszary wedle ich
uznania.

Jak zmierzy¢ jako$é naszych przewidywan? W zwiazku
z niewielkg liczbg policjantéw wybrane fragmenty



