Miara

Przypusémy, ze p jest miara okreélong na
wszystkich podzbiorach R, ktéra jest
dodatnia i skoniczona na odcinkach oraz
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia.
Podzielmy odcinek [0, 10] na cze¢éci w taki
sposéb, ze dwie liczby naleza do jednej
czesci tylko wtedy, gdy réznica miedzy
nimi jest wymierna. Dla przyktadu, liczby
21 7,3 sa w tej samej czedci, ale w innej
czgéci niz /5. Niech V C [0, 10] bedzie
zbiorem, do ktérego wybraliSmy
dokladnie jednego reprezentanta z kazdej
czedci. Ustawmy wszystkie liczby
wymierne z przedziatu [—10, 10]

w nieskonczony cigg (qn )5, i niech V,
bedzie zbiorem V przesunietym o g .
Zbiory V, sa parami rozlgczne, ich suma
zawiera odcinek [0, 10], ale jest zawarta
w [—10, 20] (dlaczego?). Poniewaz
wszystkie zbiory V,, majg t¢ samg miare,
to jesli wynosi ona 0, to odcinek [0, 10]
musialby mieé¢ miare 0, a jesli jest ona
dodatnia, to odcinek [—10, 20] miatby
miare¢ nieskoriczong. W obu przypadkach
dostajemy sprzeczno$é. Zbiér V
nazywamy zbiorem Vitaliego.

Coraz dokladniejsze pokrycia zbioru A
prostymi prostokatami daja coraz lepsze
przyblizenie jego miary zewnetrznej A*.

tukasz RAJKOWSKI

Czlowiek to istota nie tylko myslaca, ale i mierzgca — mozna by rzec gérnolotnie,
ze mierzenie (rozmiaréw wrogiej armii, zaopatrzenia spichrzéw, stanu skarbca
itp.) lezy u podstaw naszej cywilizacji. W jezyku matematyki miara jest
definiowana przez nastepujace, zdroworozsadkowe warunki. Po pierwsze, jest
to funkcja, ktéra podzbiorom pewnej przestrzeni przyporzadkowuje liczby
nieujemne (np. miara pewnego podzbioru przestrzeni powietrznej ograniczone;j
balonikiem jest 100 cm?). Po drugie, jakakolwiek przestrzeri rozpatrujemy,

jej pusty podzbiér ma miare 0 (tak jak pusty skarbiec czy nienapompowany
balonik). Po trzecie, jesli potacze wiele rozlgcznych podzbioréw w jeden, to
miara tak powstalego podzbioru ma byé¢ suma miar podzbioréw wyjsciowych
(tutaj ,wiele” moze réwniez oznaczaé ,przeliczalnie wiele”, szczegdly mozna
znalezé w artykutach Michata Korcha i Marty Szumanskiej w Aly).

Czy kazdy podzbioér dowolnej przestrzeni mozemy zmierzy¢? Okazuje sie,

ze moga by¢ z tym problemy. Dla przykladu, nie istnieje miara p okreslona

na wszystkich podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych w taki sposéb, ze miara
dowolnego odcinka jest dodatnia i skoriczona oraz przesuwajac zbiér na prostej,
nie zmieniamy jego miary (uzasadnienie na marginesie). Wazne jest zatem,

aby definiujac miare, zaznaczy¢, jaka jest jej dziedzina, czyli jakie zbiory

sa wzgledem niej mierzalne.

Jak w takim razie mozemy zdefiniowa¢ miare — poza trywialnym przypadkiem
miary liczacej, ktora podzbiorom zbioru przeliczalnego przyporzadkowuje
liczbe elementow? Z pomoca przychodzi nam pojecie miary zewnetrznej. Jest
to nieujemna funkcja v okreslona na wszystkich podzbiorach danej przestrzeni,
ktéra spelnia warunki: (a) v(0) = 0, (b) jesli A C B, to v(A) < v(B), (c¢) miara
zewnetrzna ,polaczenia” dowolnie wielu zbioréw (niekoniecznie roztacznych) jest
nie wieksza od sumy miar zewnetrznych tych zbioréw. Jesli znajdziemy miare
zewnetrzng (warunki sa lagodniejsze od tych, ktére definiuja miare!), to mozemy
zapytaé o zbiory A, ktére sg dobrymi ,rozdzielnikami”, to znaczy dla dowolnego
podzbioru S badanej przestrzeni zachodzi v(S \ A) + v(S N A) = v(S). Méwimy
wéwcezas, ze zbiér A spelnia warunek Carathéodory’ego wzgledem v.
Okazuje sie, ze jesli ograniczymy v do zbioréw spelniajacych warunek
Carathéodory’ego wzgledem niej, to otrzymamy miare (jak juz wspomnieli$my,
okreslenie dziedziny przy definiowaniu miary jest bardzo istotne!).

Uf, zrobilo si¢ bardzo abstrakcyjnie — zobaczmy, jak to dziata na przykladzie.
Co to jest pole powierzchni, kazdy widzi, ale mato kto potrafitby je zdefiniowaé
w spos6b zadowalajacy matematyka (Czytelniku, jesli nie wiesz jak, sprobuj
przez chwile uczynié to sam!). Zacznijmy od zdefiniowania pola prostokata

o bokach réwnoleglych do osi ustalonego ukladu wspoélrzednych (taki prostokat
nazwiemy ,prostym”). Dla prostego prostokata [a1,b1] X [az, ba] okredlamy

pole zgodnie z naszymi oczekiwaniami, czyli (b1 — a1)(ba — a2). Dla dowolnie
ustalonego podzbioru plaszczyzny A rozwazmy teraz wszystkie mozliwe jego
pokrycia przeliczalna liczba prostych prostokatéw, a dla kazdego takiego
pokrycia zsumujmy pola tych prostokatéw. Kres dolny (czyli najwieksze
ograniczenie dolne) tych sum oznaczmy jako A*(A4). Mozna udowodnié, ze

A* jest miarg zewnetrzna na plaszczyznie. Jesli wiec ograniczymy ja do zbioréw,
ktére spelniaja wzgledem niej warunek Carathéodory’ego, dostaniemy miare
nazywana dwuwymiarowa miarg Lebesgue’a — i to jest dla matematyka
porzadnie zdefiniowane pole. Oczywiscie, nalezaloby sie jeszcze zastanowic,
jakie wlasciwie zbiory sa mierzalne wzgledem miary Lebesgue’a (warunek
Carathéodory’ego nie jest bowiem szczegélnie wygodny). Jedna z charakteryzacji
moéwi, ze sa to zbiory bedace ztaczeniem co najwyzej przeliczalnej liczby zbiordw
domknietych oraz zbioru, ktérego miara zewnetrzna A* wynosi 0. Brzmi bardzo
skomplikowanie, ale oznacza miedzy innymi, ze mozemy $miato mierzy¢ pola
wszystkich figur geometrycznych znanych ze szkoly $redniej. I jak tu nie
wierzy¢ w stowa Goethego: Matematycy sq jak Francuzi: cokolwiek im sie powie,
od razu przekladajg to na swdj wiasny jezyk i wowczas staje sie to zupelnie
czyms innym.
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