Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2019
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
666 (WT = 3,05), 667 (WT = 2,40)
668 (WT = 3,06), 669 (WT = 1,45)

z numeréw 11/2018 i 12/2018

Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny

Jan Zambrzycki
Krzysztof Magiera
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Tomasz Wietecha
Aleksander Surma
Mateusz Kapusta
Michatl Kozlik

Gliwice
Poznan
Biatystok
FLosiéw
Poznan
Krakéw
Tarnéw
Myszkéw
Wroctaw
Gliwice

41,74
40,29
34,68
30,15
29,80
28,77
27,80
25,69
25,37
25,18

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
os6éb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 680, 681
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

680. Walec o masie M znajduje sie miedzy ruchoma poziomsa platforma

i nieruchoma powierzchnia nachylona do poziomu pod katem « (rys. 1).
Wspblezynnik tarcia walca o platforme wynosi p;, a o powierzchnie
nachylona po. Jaka minimalna site trzeba przylozyé do platformy, aby walec
nie obracal sie, a platforma poruszala sie¢ w lewo ruchem jednostajnym?

681. Na powierzchnie szkla naniesiono cienksg warstwe materiatu, ktérego
wspOlezynnik zalamania n = 4/3 jest mniejszy od wspélezynnika zatamania
szkla. Jaka moze by¢ najmniejsza grubosé tej warstwy, aby przy prostopadlym
padaniu $wiatta biatego dtugosci fali Ay = 700 nm oraz Ay = 420 nm w $wietle
odbitym byty jednocze$nie maksymalnie wygaszone?

Rozwigzania zadan z numeru 2/2019

Przypominamy tre$¢ zadan:

672. Na poziomej powierzchni stoi cienka obrecz o promieniu R. Mija ja ze stala predkoscia v taka
sama obrecz (rys. 2). Obrecze przylegaja do siebie. Znalezé zalezno$é predkosci gérnego punktu

»przeciecia” obreczy od odlegltosci miedzy ich §rodkami.

673. W cylindrze zamknietym tlokiem znajduje si¢ w stanie réwnowagi n moli jednoatomowego
gazu doskonatego. Tlok moze przemieszczac si¢ w cylindrze bez tarcia, cylinder i ttok sg izolowane
cieplnie od otoczenia. Ci$nienie zewnetrzne wynosi p;, temperatura gazu w cylindrze T7. W pewnej
chwili ci$nienie zewnegtrzne wzrasta skokowo do wartosci p2, a po ustaleniu si¢ stanu réwnowagi
spada skokowo do pierwotnej wartosci. Znalez¢ i poréwnac¢ temperatury gazu w skrajnych stanach
réwnowagi.

672. Poniewaz obrecz o srodku w punkcie Oy jest nieruchoma, predko$é va
punktu A jest w kazdej chwili styczna do okregu o érodku w O; (rys. 3).
Odcinek AB dzieli odleglo$é d = |OO;| na dwie réwne czesci, zatem skladowa
pozioma predkosci v4 ma stala wartos$é v/2. Wektor v tworzy z pionem kat o
i ma dlugo$é va = v/(2sin «). Zachodzi zwiazek sin @ = /1 — (d/2R)? i szukana

zalezno$¢é ma postaé "

673. W stanie poczatkowym objeto$é gazu wynosi Vi = (nRT1)/p1. Oznaczmy
objetos¢ gazu po zwiekszeniu cisnienia do p» i ustaleniu sie réwnowagi przez Vs,
a temperature w tym stanie przez Tb. Przemiana jest adiabatyczna, ale nie
kwazistacjonarna, korzystamy wiec z pierwszej zasady termodynamiki: AU = W,
gdzie AU = 3nR(T5 — T1)/2 jest zmiana energii wewnetrznej, a praca wykonana
nad gazem jest dodatnia i wynosi W = pa (V4 — Vo) = nR(p2T1/p1 — Tz). Stad
temperatura w stanie réwnowagi po sprezeniu gazu wynosi

T, = 2p2 +3p .

op1

Oznaczajac objetosé konicowa przez Vs, a temperature przez 15 i ponownie
korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki oraz réwnan Clapeyrona,
otrzymujemy réwnanie: 3nR(T5 — T»)/2 = p1(Va — V3) = nR(p1T>/p2 — T3). Stad
temperatura w stanie koncowym dana jest wzorem
6(p2 —p1)?

Ty =T, +
’ ! 25p1p2

> Ti.
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Rozwigzanie zadania M 1603.
Przypiszmy druzynom 2n punktéw
przestrzeni, z ktérych zadne trzy nie lezg
na jednej prostej. Jesli dwie druzyny
rozegraly ze soba mecz pierwszego dnia,
polaczmy odpowiadajgce im punkty
odcinkiem niebieskim, a jesli drugiego
dnia — odcinkiem czerwonym.

Zauwazmy, ze uzyskujemy w ten sposéb
uktad tamanych zamknietych, z ktérych
kazda ma parzysta liczbe odcinkéw, gdyz
w kazdej z nich kolejne odcinki maja
rézny kolor. Wystarczy z kazdej takiej
tamanej wybraé¢ co drugi wierzchotek —
w ten sposob uzyskamy n punktéw,

z ktérych zadne dwa nie sa polaczone
odcinkiem. Druzyny odpowiadajace tym
punktom majg wiec zagdang wlasnosé.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
769 (WT =1,62) i 770 (WT = 2,71)
z numeru 11/2018

Andrzej Kurach Ryjewo 44,06
Marcin Malogrosz Warszawa 43,64
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Michal Adamaszek Kety 39,75
Pawel Najman Krakow 36,72
Pawel Kubit Krakéw 36,23
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 35,75
Michal Kozlik Gliwice 35,73
Witold Bednarek bédz 35,31

Nowa twarz w Klubie 44: pan Andrzej
Kurach. Witamy!

Zadania z matematyki nr 783, 784
Redaguje Marcin E. KUCZMA

783. Na plaszczyznie narysowano N kwadratéw o bokach réwnoleglych

i prostopadtych do ustalonego wspodlnego kierunku. Niech S bedzie zbiorem
srodkéw tych kwadratéw; zakladamy, ze jest to N réznych punktéw oraz ze
zaden punkt zbioru S nie lezy na brzegu zadnego kwadratu. Udowodnié, ze
mozna wyrdzni¢ niektére z tych N kwadratéw tak, by kazdy punkt zbioru S
lezal w co najmniej jednym wyrdznionym kwadracie oraz w co najwyzej czterech
wyrdznionych kwadratach.

784. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, ktore mozna zapisa¢ w postaci
sumy p = a®+b? (a,b > 1 calkowite) tak, by liczba 2ab byta kwadratem liczby
catkowitej.

Zadanie 784 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 2/2019

Przypominamy tre$é¢ zadan:

775. Znalezé wszystkie czwdérki liczb nieujemnych a, b, ¢, d, ktére jednoczesnie spelniaja nieréwnosci
a+b>c+d, ab+ecd>(a+b)(c+d), (a+b)ed> ablc+d).

776. SzeScian o krawedzi dtugosci k przecinamy plaszczyzng m, polozona w odlegltosci d od srodka

szeScianu. Jaka jest maksymalna wartos¢ d, przy ktérej plaszczyzna m moze mieé z kazdg $ciang
szescianu co najmniej jeden punkt wspdlny?

775. Niech a,b,c,d > 0 beda liczbami o rozwazanej wlasnosci. Wielomian
o pierwiastkach —a, —b, ¢, d
W(z)=(z+a)(z+b)(z—c)(x—d) =2*+ A2 + Ba> + Cx + D

ma wspolczynniki nieujemne, co wynika z podanych zalozen:

A=a+b—c—d=>=0,

B=ab+cd—ac—ad—bc—bd >0,

C = —abc — abd + acd + bed = —ab(c + d) + (a + b)ed > 0,

D = abed = 0.
Skoro A, B,C, D > 0, zatem W(z) > 0 dla > 0. Brak pierwiastkéw dodatnich
oznacza, ze ¢ = d = 0.
Na odwrét, gdy c =d =0, a > 0, b > 0, zadane nieréwnosci sa spelnione.
Rozwiazaniem zadania sg czworki (a,b,0,0) z a,b > 0.

776. Przyjmijmy k = 2 i ustalmy prostokatny uktad wspétrzednych, w ktérym
wierzcholkami sze$cianu sa punkty (+1,+1, £1), a rzutem prostokatnym punktu
O = (0,0,0) na plaszczyzne 7 jest punkt P = (a,b,c) o wspdlrzednych a, b, c > 0.
Zatem d? = |OP|? = a? + b% + ¢?; za$ plaszczyzna 7 jest dana réwnaniem

ax + by + cz = d.

Zal6zmy, ze ma ona punkty wspoélne ze wszystkimi $cianami szesScianu; wiec

np. ze $ciang o wierzchotkach (1,1,-1), (1,—1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,-1).
Kazda z pétprzestrzeni (az + by + cz < d?, ax + by + cz > d? ) musi zawieraé
jeden z tych czterech wierzchotkéow. Zatem przy pewnym doborze znakéw mamy
nieréwnoéé +a + b — ¢ > d?. Skoro a,b > 0, znaczy to, ze a+b—c > d>.
Analogicznie a —b+c¢>d? oraz —a+b+c > d?. Dodajemy te trzy
nieréwnosci i otrzymujemy

a+b+c>3d>=3a% +3b% + 3¢%;
czyli, rownowaznie,

N L oY oY oL
“"% 6 “76) S12°
L1 1).Takwi@c

Lewa strona to kwadrat odlegtosci punktu P od punktu @ = (5, 56
|PQ| < $V3. A poniewaz |OQ| = $V/3, ostatecznie |OP| < |0Q|+ |QP| < V3.

Gdy P = (a,b,c) = (%, %, %), wszystkie nieréwnosci staja si¢ rownosciami;
plaszczyzna o réwnaniu x + y + z = 1 lezy w odleglosci %\/ﬁ od O i spotyka
wszystkie Sciany. Dla k = 2 szukane maksimum wynosi wiec %\/g, zas

w przypadku ogdélnym — po przeskalowaniu — wynosi %\/3 - k.
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