Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2019

Czotléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
662 (WT = 2,7), 663 (WT = 3,13)
664 (WT = 1,7), 665 (WT = 2,55)

z numeréw 9/2018 i 10/2018

Marian Lupiezowiec Gliwice 41,74
Tomasz Rudny Poznann 40,29
Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard Wozniak Krakéw 28,77
Krzysztof Magiera  Losiéw 28,70
Jan Zambrzycki Biatystok 28,39
Michat Kozlik Gliwice 23,96
Tomasz Wietecha Tarnéw 22,72
Aleksander Surma  Myszkéw 22,25
Mateusz Kapusta Wroctaw 18,53
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
767 (WT = 1,47) i 768 (WT = 2,85)
z numeru 10/2018

Piotr Kumor Olsztyn 46,39
Marcin Matlogrosz Warszawa 42,02
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Andrzej Kurach Ryjewo 40,27
Krzysztof Kaminski  Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakéw 35,69
Michat Adamaszek Kety 35,42
Witold Bednarek Lédz 35,31

Pan Piotr Kumor jest z nami od wielu lat.
Jest intensywnie — co jasno widaé

z rocznych omoéwien Ligi. I wladnie
konczy czternaste okrgzenie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
pocztg elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe
o0séb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 678, 679
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

678. Dielektryczna kula spolaryzowana jest jednorodnie, to znaczy momenty
dipolowe wszystkich czasteczek sa réwne i wzajemnie rownolegle.

(a) Znalezé¢ natezenie pola elektrycznego wewnatrz dielektryka, jezeli
w jednostce objetosci znajduje sie N czasteczek, z ktorych kazda ma
moment dipolowy p = gl. Odleglos¢ [ miedzy tadunkami dipola jest duzo
mniejsza od promienia kuli.

(b) Znalezé gesto$é powierzchniowa ladunkéw indukowanych na powierzchni
kuli.

679. Na gladkim lodzie zderzaja sie sprezyscie dwa jednakowe okragle kamienie
do gry w curling, z ktorych jeden poczatkowo spoczywa, a drugi porusza

sie ruchem postepowym. Prosta przechodzaca przez $rodki kamieni podczas
zderzenia tworzy kat o = 7/3 z wektorem predkosci poczatkowej poruszajacego
sie kamienia. Znalez¢ maksymalng czesé energii ukladu, ktéra podczas zderzenia
przechodzi w energie sprezystej deformacji. Nie ma tarcia miedzy kamieniami.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2019

Przypominamy tre$¢ zadan:

670. Znalez¢ odleglo$¢ miedzy Zrédlem $wiatta S i jego obrazem w uktadzie optycznym
przedstawionym na rysunku 1. Ogniskowe soczewek A i B sa jednakowe i réwne f.

671. Rurke o $rednicy duzo mniejszej od dtugoéci zwinigto w pierscien o promieniu R. Pierécien
napelniono woda, z wyjatkiem niewielkiego odcinka o dlugoéci I, gdzie znajduje sie kropla oleju,

i postawiono pionowo. W chwili poczatkowej (rys. 2) kropla zaczyna wyplywa¢ z punktu A

w kierunku punktu B. Znalez¢ jej predkosé, gdy mija punkt B. Gestosé wody wynosi p,,, oleju

pPo < pw. Dhugosé kropli oleju jest duzo mniejsza od promienia pierscienia. Tarcie zaniedbujemy. Nie
zachodzi przesgczanie przez olejowy , korek”.

670. Zgodnie ze wzorem soczewkowym % = % + y% obraz S (rys. 3) w pierwszej
soczewce A powstaje w odleglosci y1 = 2f od tej soczewki. Obraz ten jest
przedmiotem pozornym dla soczewki B, polozonym w x5 = — f. Oznaczajac
przez ys odleglosé obrazu Ss od drugiej soczewki po przejsciu Swiatla przez
uklad, otrzymujemy ze wzoru soczewkowego: y% = % — = %, czyliyo = L.
Odlegto$¢ h punktu Sy od osi optycznej drugiej soczewki wynika ze wzoru

na powiekszenie: 2 = | 2] = 3. Szukana odleglo$¢ miedzy przedmiotem S
i obrazem Sy wynosi d = /12,252 + 0,25a2.

671. Kropla oleju i wszystkie czastki wody poruszaja sie z jednakowymi
wartosciami predkosci. Oznaczmy przez v szukana predko$é¢ kropli w chwili,
gdy przechodzi ona przez punkt B. W czasie, gdy kropla oleju przemieszcza

sie z punktu A do B, porcja wody o tej samej objetosci przemieszcza sie z B do
A, czyli obniza sie o 2R. Energia potencjalna pozostalej masy wody nie zmienia
sie. Zasada zachowania energii ma postac
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2019

Zadania z matematyki nr 781, 782
Redaguje Marcin E. KUCZMA

781. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 0 oraz parzystej liczby
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ kres gérny wartodci stosunku A/H, gdzie A i H

to (odpowiednio) érednia arytmetyczna i §rednia harmoniczna n liczb wybranych
dowolnie z przedzialu [a, b].

782. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym wysoko$é opuszczona z wierzchotka C
ma diugos¢ h. Na kazdym odcinku CT, laczacym wierzcholek C z bokiem AB,
odktadamy odcinek T'P ustalonej dlugosci d < h. Uzyskane w ten sposéb
punkty P tworza pewna krzywa. Czy — jedli liczba d jest dostatecznie mala —
dtugosé owej krzywej przekroczy dlugo$é boku AB?

Zadanie 782 zaproponowal pan Adam Woryna

773. Dana jest liczba nieparzysta n > 3. W kazde pole kwadratowej planszy n X n wpisujemy jedna
z liczb —1, 41, tak ze suma wszystkich wpisanych liczb wynosi 1. Wyznaczamy sume liczb w kazdym
wierszu oraz sume liczb w kazdej kolumnie; dostajemy ciag 2n liczb nieparzystych. Ile maksymalnie
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774. Wyznaczyé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych m, n, ze nieréwnosé

L(m+n)aJ + L('m+ n)bJ > LmaJ + L'me + Ln(a +b)J

zachodzi dla kazdej pary liczb rzeczywistych a, b.

773. Suma wszystkich wpisanych liczb jest dodatnia,
zatem co najmniej jeden wiersz oraz co najmniej jedna
kolumna musi mie¢ sume dodatnia. W rozwazanym
ciagu 2n sum (wierszy i kolumn) moze wiec byé co
najwyzej 2n — 2 liczb ujemnych.

Dla kazdego nieparzystego n > 3 ta warto$¢ jest
osiggalna. Ilustracja przedstawia przykladows realizacje,
gdy n = 11. Opis algorytmu: caly skrajny dolny wiersz

oraz cala skrajna prawa kolumne wypelniamy jedynkami.

Po odcigciu tego fragmentu zostaje plansza kwadratowa
o boku dlugosci parzystej n—1. W jej gérnym wierszu
umieszczamy, kolejno od lewej, (n—3)/2 jedynek oraz
(n4+1)/2 minus jedynek. W kolejnych wierszach (planszy
(n—1) x (n—1)) powtarzamy ten uktad z przesunieciem
(w kazdym kroku) o jednostke w prawo; nadwyzke
wychodzaca poza prawy skraj przenosimy przy tym
cyklicznie na skrajne lewe pole.

W pelnej planszy n x n uzyskujemy przewage
minuséw nad plusami we wszystkich wierszach

i kolumnach z wyjatkiem ostatniego i ostatniej. Kazdy
z poczatkowych n—1 wierszy ma sume¢ —1, za$ ostatni
wiersz ma sume n, zatem suma calej tabeli wynosi 1.
Stad, ostatecznie, odpowiedz: szukane maksimum
wynosi 2n — 2.

774. Bedziemy uzywaé oznaczenia (wychodzacego

zmody): x — || = {x}; jest to liczba z przedziatu [0, 1).

Znane (i latwe do sprawdzenia) wlasnosci tego symbolu:
1 gdy {z} >1/2,
(1) [2z] —2[z] =
0 gdy {z} <1/2
(2) {z} +{-2} =1 (dla z € R\ Z).
Niech m, n beda dodatnimi liczbami catkowitymi

speliajacymi podany w zadaniu warunek. Dla a = b
przybiera on postaé

(3) 2[(m+n)a] > 2|mal| + |2na].

21

(dla = € R);

To ma zachodzi¢ dla wszystkich liczb a € R.

Podstawiamy a = 1/m oraz a = —1/m i otrzymujemy
2 2
2L1+£J22+{£J oraz 2{—1—£J>—2+{——HJ.
m m m m

Oznaczajac 1+ - = o, mamy wiec

2|zo] > |20 2[—mo] > |—220].
To znaczy, ze dla x = xg oraz dla x = —x( lewa
strona (1) ma warto$¢ niedodatnia. Zgodnie
z wlasnoscig (1), ta warto$é musi by¢ zerem, co ma
miejsce jedynie, gdy {zo} < 1/2 oraz {—zo} < 1/2.
Dla tej liczby x nie jest wiec spelniona réwnosé (2),
co pokazuje, ze xq jest liczba caltkowita, czyli ze n dzieli
sie przez m.

oraz

Wracamy do nieréwnoéci (3) i zauwazamy, ze

dla a = 1/(2n) jej prawa strona jest dodatnia.

Wobec tego i lewa strona musi by¢ dodatnia, skad
(m+n)a=(m+n)/(2n) 21, czyli m > n. Ale n dzieli
sie przez m. Zatem m = n.

Na odwrét, gdy m = n, nieréwnosé¢ dana w zadaniu

jest speliona dla wszystkich liczb a,b € R. By to

sprawdzié, oznaczmy ma =na = A, mb= nb= B;

nalezy pokazaé, ze

(4) [24] + [2B] > [A] + [B] + [A + B].

Przy oznaczeniach |A| =k, {A} =«, |B] =1,

{B} = 3, zalezno$é¢ (4) jest réwnowazna nastepujacej:
(2k + [2a)) + (20 + [28]) = b+ 1+ (k+ 1+ [a+B]);

czyli krécej:

(5) [2a] + 28] = [a+B].

Jedli choé jedna z liczb «, 8 wynosi co najmniej 1/2,

lewa strona (5) wynosi co najmniej 1 i nieréwnosé (5)

zachodzi; a jedli «, 8 < 1/2, wéwczas obie strony (5) sa

zerami.

Ostatecznie szukane pary liczb catkowitych m,n > 1
to pary réwnych liczb.



