Informatyczny kacik olimpijski (127): Domino

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,Domino”, ktore pojawito sie
w 2018 roku w ramach X International Autumn Tournament in Informatics

w Szumen, w Bulgarii.

Domino: Zestaw do gry w domino sklada sie z M kostek ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymsi

od 1 do M. Kostka o numerze i jest opisana za pomocq nieuporzqdkowanej pary liczb (a;,b;), gdzie a; oznacza
liczbe kropek narysowanych na jednej polowie, zas b; oznacza liczbe kropek narysowanych na drugiej polowie kostki.
Wartosci a; i b; sq liczbami calkowitymi z przedzialu [0; N|. W zestawie nie ma dwdch takich samych kostek.

Trzeba poukladaé kostki domina w ltancuchy. Dwie kostki mogq zostac ze sobg zestawione krotszym bokiem, jesli
odpowiednie polowy tych kostek majg te samg liczbe narysowanych kropek. Naszym zadaniem jest obliczyc, ile
minimalnie lanicuchow nalezy ulozyé, aby kazda kostka domina nalezala do dokladnie jednego taricucha, oraz podac

te tancuchy.

Rozwigzanie rozpocznijmy od zbudowania grafu G,
zlozonego z N + 1 wierzchotkéw oraz M nieskierowanych
krawedzi. Wierzcholki ponumerujmy kolejnymi liczbami
naturalnymi od 0 do N, kazdej liczbie kropek odpowiada
jeden wierzcholek. Ponadto, niech istnieje w G krawedz
pomiedzy wierzchotkami a; i b; dla kazdej kostki
domina. Przyktadowo, jesli N =7, M = 6 oraz dane

sa nastepujace kostki domina: (0,1), (2,4), (2,7), (4,4),
(5,7) 1 (6,7), wtedy graf G wyglada jak ponizej:
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Mozemy teraz wyrazi¢ problem w jezyku teorii graféw.
Dany jest nieskierowany graf. Jaka jest najmniejsza
liczba rozlgcznych krawedziowo $ciezek, ktore pokrywajq
caly graf?

Oczywiste jest, ze zadna Sciezka nie bedzie przechodzila
pomiedzy dwoma réznymi spojnymi sktadowymi, dlatego
kazda spdjna sktadowsa mozemy rozpatrzyé¢ osobno.
Zatozmy zatem, ze rozpatrujemy pewna spojna sktadowa.
Zastanéowmy sie, ile moze byé¢ w niej wierzchotkéw

o stopniu nieparzystym. Po kroétkiej chwili namystu
okazuje sie, ze wierzcholkéw o stopniu nieparzystym
jest parzyscie wiele. Jest tak, poniewaz suma stopni
wszystkich wierzchotkéw jest podwojong liczba krawedzi
(kazda krawedZ ma dwa korice). Rozwazmy zatem dwa
przypadki ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw o stopniu
nieparzystym.

0 wierzchotkéw o stopniu nieparzystym

W tym przypadku kazdy wierzchotek ma stopien
parzysty. W zwiazku z tym zachodzi warunek konieczny
i wystarczajacy na istnienie w grafie cyklu Eulera (cyklu,
ktéry przechodzi przez kazda krawedz dokladnie raz).
Popularnym algorytmem do znajdowania cyklu Eulera
jest algorytm Fleury’ego. Skoro istnieje cykl Eulera, to
wszystkie kostki mozna ulozyé w jeden taficuch (Sciezka
Eulera).

Co najmniej 2 wierzchotki o stopniu
nieparzystym

W tym przypadku jest ich parzysta liczba. Niech k
oznacza liczbe wierzchotkéw o stopniu nieparzystym.
Dodajmy do naszego grafu % krawedzi taczacych
wierzchotki o stopniu nieparzystym (kazdy wierzcholek
o stopniu nieparzystym ma by¢ koncem doktadnie
jednej dodanej krawedzi). Dla przykladu opisanego

na poczatku artykutu graf bedzie wygladal nastepujaco
(dodane krawedzie zostaly oznaczone przerywana linia):
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Otrzymali$my multigraf (w multigrafie dwa wierzchotki
moze laczyé kilka krawedzi), w ktérym kazdy
wierzchotek ma parzysty stopien, zatem jest spelniony
warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie cyklu
Eulera. Znajdzmy wiec ten cykl, a nastepnie usunmy

z niego dodane wczedniej krawedzie. Otrzymane $ciezki
opisujg kolejne tancuchy utworzone z kostek domina.
W tym przypadku odpowiedzia jest %

Optymalnosé rozwigzania

Pozostalo nam jeszcze zastanowié sie, czy opisane

wyzej rozwiazanie jest optymalne. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek o stopniu nieparzystym musi by¢ poczatkiem
lub koncem jakiego$ tancucha. Takich wierzchotkéw

jest k, zatem potrzebnych jest przynajmniej g
tanicuchéw. Opisany wyzej algorytm znajduje dokladnie
% tancuchow, dlatego jest optymalny.

Zlozono$¢ czasowa

Zbudowany przez nas graf ma rozmiar O(N + M).
Znajdowanie cyklu Eulera mozna wiec zrealizowad
w czasie zaleznym liniowo od rozmiaru grafu. Cale
rozwiazanie dziala w czasie O(N + M).

Bartosz tUKASIEWICZ



