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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

(M lub F)

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul

Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2019

Zadania z fizyki nr 676, 677
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

676. Miedzy zwartymi drutem oktadkami nienatadowanego kondensatora
plaskiego znajduje sie punktowy ladunek q. Powierzchnia okladek jest bardzo
duza, efekty brzegowe mozemy zaniedbaé. Odlegtos¢ tadunku od jednej

z okladek jest réwna d/3, gdzie d jest odlegloscia miedzy oktadkami. Jaki
tadunek przeptynie przez przewodnik zwierajacy oktadki, gdy tadunek ¢ zostanie
przesuniety w miejsce wewnatrz kondensatora, odlegle o d/3 od drugiej okladki?

677. Oszacuj, jaki musi by¢ minimalny promieni planety, aby mogta ona
utrzyma¢ atmosfere skladajaca sie gléwnie z tlenu i azotu, jesli temperatura
powierzchni planety T = 300 K. Srednia gestoéé planety p = 4 - 10% kg/m3.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

668. Nauczyciel, zwrécony twarza do tablicy, obserwuje klase dzieki
odbiciu $wiatta od powierzchni szkiet jego okularéw. Nauczyciel widzi
dwa obrazy ucznia, ktéry siedzi w odleglosci 5 m od niego. Jeden obraz
znajduje sie w odleglosci 5 m, drugi w odleglosci % m od nauczyciela.
Po odwréceniu do klasy nauczyciel widzi przez okulary obraz tego
samego ucznia w odlegtosci 2,5 m. Wyznaczyé wspélczynnik zatamania
szkta, z ktérego wykonane sg soczewki okularéow.

669. Do naczynia w ksztalcie cylindra o polu przekroju poprzecznego
S wlano wode, w ktérej pltywa kawatek lodu z kulky olowiang
wewnatrz. Objetos¢ lodu razem z kulka jest rowna V. Nad wode
wystaje % cze$é tej objetosci. Jak zmieni si¢ poziom wody w naczyniu
po stopieniu lodu? Gestosci wody, lodu i otowiu wynoszg odpowiednio
PW,PLsPO-

668. Szukany wspolczynnik zalamania mozemy znalezé
ze wzoru na zdolnosé skupiajaca soczewki okularow:
D= (n- 1)(12% + 1%)’ gdzie R; i Ry sa promieniami
krzywizny powierzchni soczewki. Sa one dodatnie,

gdy powierzchnia soczewki jest wypukla, i ujemne,

gdy powierzchnia jest wklesta. Odlegto$é ucznia od
soczewki jest stala i wynosi z = 5m. Gdy nauczyciel
patrzy na ucznia przez okulary, widzi jego obraz pozorny
w odleglosci y = —2,5m, stad D = L + % =—:L.
Soczewki okularéw sa rozpraszajace.

Gdy nauczyciel jest odwrocony do tablicy, jeden

z obrazéw odlegly o y; powstaje w wyniku odbicia od
powierzchni soczewki blizszej oka. Zdolnosé skupiajaca
takiego zwierciadla wynosi Dy = % + i Musimy
rozwazy¢ dwa przypadki:

a) y1 = —bm, Dy = 0, powierzchnia soczewki jest plaska,
b) y1 = —% m, D; = —5%, powierzchnia jest wypukla,
czyli R% = 5%

Drugi obraz obserwowany przez nauczyciela
odwroconego do tablicy, odlegly od niego o ys, powstaje
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w wyniku przejscia Swiatta przez soczewke, odbiciu
od powierzchni o zdolnosci skupiajacej Do dalszej od
oka i ponownym przej$ciu przez soczewke. Zdolnoéé
skupiajaca takiego uktadu wynosi

1 1
2D+ Dy = — 4+ —.
T Y2
Rozwazamy ponownie dwa przypadki:
8) yo=—2m, Dy— -5 L -2
b) y2:_5m7D2:5lm7Ri2>0

Przypadek b) musimy odrzucié, bo soczewka

szklana dwuwypukla nie moze by¢ rozpraszajaca.

W przypadku a) soczewka jest plasko-wklesla wykonana
ze szkla o wspoélezynniku zatamania n = 1,5.

669. Parcie P na dno naczynia nie zmienia sie¢ po
stopieniu wody, bo nie zmienia si¢ cigzar zawartosci
naczynia, a $cianki cylindra sa pionowe:

P = pwgH1S = pwgH2S + Vo(po — pw)g,
gdzie Hy i Hy oznaczaja wysokosci stupa wody
w naczyniu przed i po stopieniu lodu, Vo jest objetoscia
olowiu. Rdznica wysokosci pozioméw wody wynosi

1) _ Vo(po —pw)

h=H —Hy=———"-+>.
Spw
Poniewaz gestosé otowiu jest wigksza od gestosci wody,
poziom wody w naczyniu obnizy sie. Objetosé otowiu
mozemy znalezé z warunku réwnowagi sit dzialajacych
na plywajacy 16d:
14 win — 1
(2) (V —=Vo)pr +Vopo = %
Z réwnan (1) i (2) otrzymujemy szukany wynik:
~ Vi(po —pw)(pw(1 — £) — pr)

h = .
S(po — pr)pw




® Zadania z matematyki nr 779, 780

| -

Redaguje Marcin E. KUCZMA
779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby calkowite (w kazde pole

PY jedna liczbe) tak, by liczby wpisane w dowolne dwa przylegle pola byly réwne
lub r6znily sie o 1 (pola przylegle maja wspdlny bok). Dla ustalonej liczby
naturalnej n wyznaczy¢ najwieksza liczbe m taka, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy n x n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia si¢ na co

Termin nadsylania rozwiagzan: 30 VI 2019

780. Ciag xg, x1, T2, ..

najmniej m polach planszy.
. jest okreslony wzorami: xg = 1,

1
Tpt1 =2Tp+— dla n=0,1,2,...

n

Obliczy¢ granice lim (:cn -V Qn) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
n—oo

Zadanie 780 zaproponowal pan Witold Bednarek z Fodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

771. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R, spelniajace rownanie

f <a + b) _ f() = f(a)
2 a b—a

dla kazdej pary réznych liczb rzeczywistych a, b, ktérych réznica jest liczba catkowita.

772. Niech M,, = 2" — 1 dlan = 1,2,3,... Udowodnié, ze nast¢pujace dwa warunki sa réwnowazne:

(i) 2" =2 (mod n);

771. Dla kazdej liczby x € R uzyskujemy z podanego
réwnania (po podstawieniua =z —1,b=x+1)
rownosé
(1) 2f'(x) = fla+1) - fla—1).
Wynika z niej, ze funkcja f’ jest rézniczkowalna.
Mozemy wigc zrézniczkowaé (1) stronami, otrzymujac
(2) 2f"(x) = f'z+1) = f'(z = 1).
W réwnosei (1) zastepujemy x przez x + 1 oraz x — 1:

2f'(x+1) = f(z +2) - f(a),

21w —1) = f(x) - f(z - 2)
réwno$é (2) (pomnozona przez 2) przybiera postaé
(3)  Af'(x) = fl@+2) - f(2) - flz) + f(z —2).

Widaé stad, ze i funkcja f” ma pochodng.
Rézniczkujemy (3) stronami:

@) Af@) =fe+2)=2f (@) + [z - 2).

(ii) 2M» =2 (mod M,,).

W réwnaniu danym w zatozeniach podstawiamy
a=2x,b=x+4, nastepnie a = x — 4, b = = i wreszcie
a=2x—4,b=ux+ 4, otrzymujac kolejno

Af (2 +2) = fla+4) - f(2),

Af'(z = 2) = f(z) — f(z — 4),

8f'(x) = flz+4) — f(z —4).
Réwnosé (4) (pomnozona przez 4) daje w efekcie
161" (x) = (f(z +4) = f(z)) = (flz +4) = flz —4) +

+ (f(z) = f(z —4)) =0.
Uzyskana rownosé zachodzi dla wszystkich x € R.
To znaczy, ze f jest wielomianem stopnia najwyzej
drugiego.
I na odwrét, kazdy taki wielomian f(z) = Az? + Bx + C
spelnia réwnanie dane w zalozeniu zadania (i to nawet
dla kazdej pary réznych liczb a,b € R) — co latwo
sprawdzié.

772. Dla n = 1 oba warunki sa spelnione. Dalej przyjmujemy n > 2. Zapiszmy

liczbe M,, — 1 jako

()

M, —-1=qgn+r;

q,r€Z; 0<r<n.

Wobec okreslenia M,, = 2" — 1 mamy kongruencje 2" =1 (mod M,,), ktéra
podnosimy do potegi ¢: 29" =1 (mod M,,); stad po pomnozeniu przez 2"

(i uwzglednieniu (5)):

(6)

2Mn=1 = 9" (mod M,,).

Jesli zachodzi warunek (i), to n jest dzielnikiem liczby 2™ — 2, réwnej M,, — 1,
czyli w réwnoéci (5) jest r = 0. Ze zwiazku (6) dostajemy 2~ =1 (mod M,,);

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
765 (WT = 1,78) i 766 (WT = 2,44)
z numeru 9/2018

Piotr Kumor Olsztyn 42,07
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Marcin Matogrosz Warszawa 38,00 (7)
Andrzej Kurach Ryjewo 36,52
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakéw 35,69
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pomnozenie przez 2 daje warunek (ii).

Na odwrét, jesli zachodzi warunek (ii), to dana w nim kongruencje (mod M,,)
dzielimy stronami przez 2 (to dozwolone, bo M, jest liczba nieparzysta),
otrzymujac 2M»~! =1 (mod M,,). W polaczeniu z (6) dostajemy

"=1 (mod M,).

Ale 2" < 2771 < M,,, wiec kongruencja (7) jest réwnoscia, skad r = 0. To znaczy,
w my$l (5), ze n dzieli liczbe M,, — 1 = 2™ — 2, i mamy warunek (i).



