Relacje

Rozwigzanie zadania F 974.

Pomiary Dulonga i Petita byty
wykonywane w temperaturach bliskich
temperatury pokojowej — badali oni
pierwiastki, ktore w tej temperaturze
wystepuja w stanie stalym, to znaczy, ze
ich atomy tworzg regularng sieé¢
krystaliczng. W temperaturze pokojowej
gléwny wktiad do ciepta wlasciwego
pochodzi od drgan sieci krystalicznej.

W temperaturze T energia drgan kazdego
z atoméw wynosi 6kT/2 = 3kT, to
znaczy: po kT /2 na kazdy ze stopni
swobody (zmiana energii potencjalnej

i kinetycznej drgan w kazdym z trzech
kierunkéw przestrzennych;

ko~ 1,38 -1072% J/K jest stala
Boltzmanna). Takie samo rozumowanie
prowadzi do wniosku, ze dla zwigzku
chemicznego w stanie stalym kazdy

z atomow tez da wklad 3kT do energii
wewnetrznej krysztatu. Wniosek: w stanie
stalym ciepto molowe zwiazku

o m atomach w czgsteczce wynosi

w przyblizeniu 3mR (prawo
Koppa-Neumanna). Dla FeO, ¢, ~ 6R.
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Rys. 1. Gdyby a, b byly granicami
pewnego ciggu, to w kazdym

z kolorowych przedzialéw musialyby
znalezé sie prawie wszystkie wyrazy tego
ciggu, a to jest sprzecznosc.

Majac dane dwa zbiory A i B, relacja zdefiniowana pomiedzy tymi dwoma
zbiorami matematycy nazywaja po prostu podzbiér zbioru wszystkich par
elementéw, w ktérych pierwszy jest ze zbioru A, a drugi ze zbioru B. Inaczej
moéwiac, element ze zbioru A i element ze zbioru B moga byé w danej relacji
lub w niej nie by¢. Relacje czgsto wystepuja na Swiecie, np. posiadanie psa jest
relacja pomiedzy zbiorem wszystkich ludzi a zbiorem wszystkich pséw. Czlowiek
o imieniu Dionizy jest w tej relacji z psem Dingiem wtedy i tylko wtedy, gdy
Dingo jest jego pupilem.

Szczegdlnie interesujace wydaja sie relacje zdefiniowane na jednym zbiorze, czyli
gdy A = B. Na przyklad relacja < zdefiniowana na liczbach rzeczywistych.
Liczba a jest w relacji < z liczba b, jesli a nie jest wigksze od b. Innym
przykladem jest relacja koloru zdefiniowana na zbiorze wszystkich samochodéw,
gdzie dwa samochody sa w tej relacji, jesli sa tego samego koloru. Jeszcze inny
przyklad to relacja malzZeristwo zdefiniowana na zbiorze wszystkich ludzi.

Mozna badaé cechy poszczegblnych relacji. Powiemy, ze dana relacja

jest zwrotna, jesli kazdy element jest w relacji z samym soba. Z wyzej
wymienionych przykladéw relacja < oraz relacja koloru maja te ceche (ale
malzefistwo juz nie). Relacja jest symetryczna, jesli z tego, ze element a jest
w relacji z elementem b, wynika, Ze element b jest w relacji z elementem a.
Widzimy, ze relacja koloru oraz malzenstwo sg przykiadami takich relacji, zas
relacja < nie jest. I w koncu, relacja jest przechodnia, jedli z tego, ze a jest

w relacji z b i b jest w relacji z ¢, wynika, ze a jest w relacji z c. Jasne jest, ze <
oraz relacja tego samego koloru sa przyktadami tego typu relacji.

Relacja, ktéra jest réwnoczeénie zwrotna, symetryczna i przechodnia,
nazywana jest relacja rownowaznosci. Taka wladnie jest relacja koloru.
Takie relacje maja wyjatkowa ceche: generuja podziat danego zbioru na
roztaczne podzbiory, ktérych kazde dwa elementy sa w relacji. W wypadku
relacji koloru jest to podzial wszystkich samochodéw na zbiory samochodéw
w poszczegdlnych kolorach: zétte, czerwone, niebieskie itd. Tak utworzone
podzbiory matematycy nazywaja klasami abstrakcji. Zauwazmy réwniez,
ze kazdy podziat rozwazanego zbioru generuje na nim relacje réwnowaznosci,
w ktérej dwa elementy sa w relacji, o ile znajduja sie w tej samej czesci podziatu.
Te rownowazno$é pomiedzy relacjami réwnowaznosci i podzialami matematycy
nazywaja zasada abstrakcji.
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Zbieznos¢ to jedno z najwazniejszych pojeé¢ analizy matematycznej, odnoszace
sie najczesciej do ciagdw i funkeji (oraz rozmaitych obiektéw matematycznych
skonstruowanych przy ich uzyciu, np. szeregéw czy ciggéw funkeyjnych). Tu
zajmiemy sie zbieznodcia ciagéw liczbowych. Méwimy, ze ciag liczbowy (an)nen
jest zbiezny, jesli istnieje taka liczba a, ze dowolnie blisko niej znajduja sie
prawie wszystkie (czyli wszystkie poza skoniczong liczba) wyrazy ciagu. Innymi
stowy, jesli dla kazdego € > 0 mozemy odrzuci¢ skoniczona liczbe poczatkowych
wyrazéw ciagu, tak by wszystkie pozostale nalezaly do przedzialu (a — ¢,a + €),
to méwimy, ze ciag jest zbiezny do a, i oznaczamy lim, . a, = a. Z tej
definicji w latwy sposéb wynika na przyklad, ze ciag moze mieé co najwyzej
jedna granice (rys. 1).

Michat KORCH

Przykladem ciagu zbieznego jest ciag (1/n)nen, ktory jest zbiezny do zera.
Ciagi, ktére nie sa zbiezne, nazywamy rozbieznymi. Rozbiezny jest np. ciag

o wyrazach a, = (—1)"; istotnie, nie moze on spelniaé¢ definicji zbieznosci — zaden
przedziat dtugoéci 1 (co odpowiada e = 1) nie zawiera prawie wszystkich wyrazéw
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tego ciagu.

Warto wspomnieé o szczegblnym przypadku ciggdéw, ktére nie sa zbiezne

— o ciagach rozbieznych do nieskoriczonoéci (nazywanych réwniez ciagami
zbieznymi do granicy niewladciwej). Sa to ciagi spelniajace nastepujacy warunek:
dla dowolnej liczby M mozna odrzucié¢ skonczenie wiele wyrazéw ciagu, tak by
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