Przestrzen metryczna

Jezeli kazdej parze elementéw danego zbioru (nazwijmy go M) przypiszemy

odleglo$é, zwana takze metrykq (oznaczamy ja przez p), to powstanie
przestrzen metryczna (M, p).

Zauwazmy, ze w otaczajacym nas Swiecie spotykamy inne sposoby mierzenia
odleglosci niz sugerowany przez Euklidesa. Faktyczna odleglosé, jaka

ziemskiej.

Odleglo$¢ przypisana kazdej parze elementéw ze
zbioru M nie moze by¢ bylejaka, musi spetniaé
nastepujace warunki:

A. o(a,b) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b,

B. o(a,b) = o(b,a) > 0 dla dowolnych punktéw a,b € M
(symetria),

C. o(a,b) + o(b,c) = o(a,c) dla dowolnych punktéw
a,b,c € M (nieréwno$é tréjkgta).

Postulaty te sa dosy¢ naturalne: odlegltos¢ miedzy a i b

wynosi zero tylko wtedy, gdy a, b sa réwne; odlegtosé od a

do b jest réwna odlegtosci od b do a; odlegtosé od a do ¢

nie jest wieksza od sumy odleglosci od a do biod b do c.

Przyklady przestrzeni metrycznych:

1. M to zbior liczb rzeczywistych, a odlegtosé dwoch
liczb to wartosé bezwzgledna ich réznicy.

2. M to zbiér punktow plaszczyzny, a metryka
o((z1,01), (w2,92)) = /(1 — 22)% + (1 — y2)?, cayli
szwykla” (Euklidesowa) odleglo$é. Nazwa ,nieréwnosé
trojkata” w tym wypadku oznacza, ze suma dwéch
bokdéw tréjkata jest nie mniejsza od trzeciego boku
(mimo ze w przypadku réwnoéci trudno méwié
o tréjkacie).

3. M to zbiér punktéw plaszezyzny oraz
o((z1,91), (x2,92)) = [x1 — 2| + [y1 — |- To taw.
metryka miejska. Przemieszczajac sie z punktu
(z1,y1) do punktu (z3,y2) w miedcie, w ktérym kazde
dwie ulice sa albo rownoleglte, albo prostopadte,
przebywamy w jednym kierunku droge |z — x2],

a w prostopadlym |y; — ya|. Calkowita odleglosé to
suma dtugosci tych tras. Przyktadowe najkrétsze
trasy miedzy punktem A i B, w tej wlasnie metryce,
zostaly przedstawione na rysunku przerywana linia.

4. M to zbiér punktéw plaszczyzny, a
o((z1,91), (22, 92)) = max(|z1 — @2, [y1 — yal)-

5. Podzbiér dowolnej przestrzeni metrycznej jest
przestrzenig metryczna — mnostwo przyktadow za
darmo.

6. Przestrzenia metryczna jest wstega Mobiusa (jako
podzbidr przestrzeni tréjwymiarowej), na ktérej

trzeba pokonaé¢ w miescie z punktu A do B, na ogél ma niewiele wspé6lnego

z odcinkiem lgczacym te punkty (na rysunku obok szare kwadraty mozna
postrzegaé jak budynki, a biala przestrzen to ulice miedzy nimi). Nawet
podrézujac samolotem, nie przemieszczamy sie nigdy po najkrétszej trasie

— nie istniejg podziemne miedzykontynentalne tunele. Dodatkowo piloci sa
zobowiazani do poruszania sie tzw. korytarzami, a nie np. wzdtuz okregu
przechodzacego przez Warszawe i Nowy York, ktérego srodkiem jest érodek kuli

mozna zdefiniowaé¢ wiele sposobéw mierzenia
odleglosci. Metryka miedzy punktami na tej wstedze
moze by¢ np. dtugosé najkrétszej (w zwyklym sensie)
trasy miedzy nimi, poprowadzonej po powierzchni tej
wstegi.

7. Niech M bedzie dowolnym zbiorem. Przyjmujac, ze
odleglos¢ punktu od siebie réwna jest 0, a odleglosé
réznych punktéw to 1, dostajemy tzw. przestrzen
dyskretng.

8. Niech M oznacza zbiér wszystkich funkcji
ograniczonych o wartoSciach rzeczywistych (ktérych
dziedzing jest X). Odlegloéé o(f, g) miedzy
funkcjami f i g definiujemy jako najmniejsze
ograniczenie gérne (kres gérny) zbioru zlozonego ze
wszystkich liczb postaci |f(z) — g(x)], gdzie x € X.
Np. niech X = [-3,3], wtedy o(x? + 1,22) =1,
oz +3,2—2)=5, o(z?,x —2) = 14.

9. Niech M oznacza zbiér ztozony ze wszystkich funkcji
ciaglych na przedziale [a, b], ktérych wartosciami sa
liczby rzeczywiste. Definiujemy metryke o(f, g) jako
pole powierzchni |f — g| nad przedzialem [a, b].
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W gérach ,odlegltosé” podaje si¢ zazwyczaj jako
przewidywany czas przejécia trasy — 500 metrow
spaceru po ptaskim jest duzo ,,blizej” niz 500 metréw
spaceru pod gore. Zauwazmy, ze taka gorska odleglosé
nie definiuje metryki. Nie jest prawda, ze wejscie na
Gubaléwke zajmie nam tyle samo czasu, co zejscie z niej
ta sama trasa (nie zachodzi warunek B).

Metryki z punktéw 2, 3, 4 sa réwnowazne, co oznacza,
ze stwierdzenie lim o(pn,p) = 0 nie zalezy od tego,
n— oo

ktora z nich mamy na mysli. To samo dotyczy
analogicznie zdefiniowanych metryk w przestrzeniach
wielowymiarowych. Jesli rozwazymy metryki z punktow
8 1 9 w zbiorze funkcji ciagltych na przedziale [0, 2],

to jest juz inaczej. Niech f,(z) = nx, gdy 0 < z < %,
fa(@) =2—nax, gdy £ <a <2, oraz f,(z) =0, gdy

% < z £ 2. Mamy o(fn,0) = % — to pole tréjkata

o wysokosci 1 i podstawie %

Stad wynika, ze w sensie metryki z przykladu 9. granica ciagu (f,) jest
funkcja tozsamosciowo réwna 0. Natomiast odlegloscia funkcji f,, od funkcji
tozsamo$ciowo réwnej zero w sensie metryki z przyktadu 8. jest liczba 1, wiec
ciag (f,) nie jest zbiezny do funkcji zerowej wzgledem tej metryki. Mozna
wykazaé, ze w tej przestrzeni ciag (f,) granicy w ogdle nie ma.
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Zbiér domkniety
i zbior otwarty

(

Rozwazmy podzbiér plaszczyzny ze
zwykla metryka euklidesowa. Zbiér E jest
otwarty (przerywana linia nie nalezy do
tego zbioru) — dla kazdego punktu z tego
zbioru mozna dobraé¢ odpowiedni promien
tak, zeby kula w tym punkcie w catosci
byla zawarta w zbiorze E. Zbiér D nie
jest otwarty (zawiera punkty na brzegu) —
kula o $rodku na brzegu tego zbioru

i dodatnim promieniu nie bedzie zawarta
z tym zbiorze.

Rozwazmy przestrzen Y skladajacy sie

z punktéw prostej rzeczywistej

o wspélrzednych %, dla kazdej liczby
naturalnej n. Odlegtosé miedzy punktami
% i % to po prostu modul ich réznicy
% — %\ Ta przestrzeri, mimo ze
odlegtosci miedzy jej punktami sg
dowolnie male, takze jest dyskretna. Dla
dowolnego punktu % kula o $rodku w %
i promieniu mniejszym od 71L — ﬁ nie
zawiera punktéw przestrzeni Y, poza
$rodkiem kuli, czyli punktem %

Niech (X, p1), (X, p2) beda przestrzeniami
metrycznymi. Metryki pi, p2 nazywa sie
réwnowaznymi, jezeli granice dowolnych
ciggoéw sg identyczne z uzyciem obu tych
metryk.

W przestrzeniach metrycznych prawdziwe sa rézne twierdzenia o ciagach
zbieznych i funkcjach cigglych. Mozna je dowodzié tylko raz, zamiast w kazdym
przypadku osobno. W istocie rzeczy nie zostaly one wymyslone, lecz odkryte.
Pojawialy sie w dowodach réznych twierdzen, np. o istnieniu rozwiazan réwnan
algebraicznych, funkcyjnych, rézniczkowych — i w konicu podano definicje ogdlna.

Przestrzeniami metrycznymi sa takze butelka Kleina, przestrzenie rzutowe,
przestrzenie Lobaczewskiego i wiele, wiele innych.

Michal KRYCH

Przypusémy, ze (X, p) jest przestrzeniq metryczng, czyli zbiorem X, w ktérym
mozemy mierzy¢ odlegltosé miedzy punktami tego zbioru. W przestrzeni
metrycznej mozemy zdefiniowaé pojecie zbioru otwartego i domknietego.
Zacznijmy od przykltadu podzbioréw plaszczyzny ze zwykla, szkolng metryka
euklidesowa. Rozwazmy trzy podzbiory: A = {(z,y) € R?: 22 +y* < 1},
B={(x,y) e R%: 22 + 2 < 1},C = {(x,y) € R%: 22 +y2 < 1} \ {(0,0)}.

Widzimy, ze zbiér A rézni sie od zbioréw B i C tym, ze ,nic nie brakuje na
brzegu”. Udcidlenie ,niczego nie brakuje” jest nastepujace: jezeli ciag punktéw
p1,D2,- .. zbioru A jest zbiezny do punktu p plaszczyzny, to punkt p rowniez
nalezy do zbioru A. Zbiory B i C nie maja tej wlasnosci. W zbiorze C' na
przyklad ciag punktéw (1,0),(3,0),...,(L,0),... jest zbiezny do punktu (0,0),
ale ten do zbioru C' nie nalezy. W przypadku zbioru B kazdy punkt plaszczyzny
nalezacy do okregu {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} jest granicg pewnego zbieznego
ciggu punktéw zbioru B, ale do zbioru B nie nalezy. Powiemy, ze zbiér A jest
domkniety, a zbiory B i C domkniete nie s3.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest domkniety w przestrzeni X, jezeli dla kazdego zbieznego ciagu
punktéw zbioru U jego granica takze nalezy do U.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest otwarty w przestrzeni X, jezeli zbiér X \ U jest domkniety.

W powyzszym przykladzie zbiér A jest domkniety, ale nie jest otwarty, zbiér B
nie jest domkniety, ale jest otwarty, za$ zbidr C nie jest ani otwarty, ani
domkniety na plaszczyznie euklidesowe;j.

W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, p) mozemy zdefiniowaé pojecie

kuli o érodku w punkcie z i promieniu r — jest to po prostu zbiér punktéw
przestrzeni X odleglych od x o $écidle mniej niz r. Zauwazmy, ze podzbiér U C X
przestrzeni metrycznej (X, p) jest otwarty, jezeli dla kazdego punktu xz € U
istnieje takie r, ze kula o Srodku w punkcie z i promieniu 7 jest zawarta w U.

Rozwazmy jeszcze nastepujace dwa przyktady. Niech X bedzie zbiorem punktéw
plaszczyzny o obu wspdtrzednych catkowitych. Na zbiorze X rozwazmy metryke
euklidesowa. Zauwazmy, ze w tej przestrzeni metrycznej dowolne dwa punkty
sa odleglte co najmniej o 1, a wiec ciagi zbiezne to takie, ktére sg state od
pewnego miejsca. Wynika z tego, ze kazdy podzbidr tej przestrzeni metrycznej
jest domkniety, zatem kazdy podzbidr jest tez otwarty. Przestrzen metryczna

o tej wlasnosci, ze kazdy jej podzbiér jest domkniety lub réwnowaznie kazdy
jest otwarty, nazywa sie dyskretng. W przestrzeni dyskretnej w szczegdlnoéci
kazdy jednopunktowy podzbidr jest otwarty — dla kazdego punktu mozemy wiec
znalez¢ taka kule, ze nie ma w niej punktéw innych niz jej érodek. Stad nazwa
tej przestrzeni: mozemy zartobliwie powiedzie¢, ze kazdy punkt przestrzeni ma
zapewniong dyskrecje — nie ma dowolnie bliskich sasiadow.

Na koniec zauwazmy, ze jezeli p i p’ sa réwnowaznymi metrykami na zbiorze X,
to rodziny domknietych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, p) i (X, p’)

sa te same. Ta uwaga sugeruje, ze pojecie domknigtosci i otwartosci zalezy

od struktury ogdélniejszej od metryki — tak jest w istocie, ale to juz jest inna
opowies¢.
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