Grupa

Jesli X = {1,...,n}, to Sx jest zbiorem
permutacji n-elementowego zbioru;
oznaczamy go jako S, .

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy
Wstep do teorii grup Czestawa
Baginskiego.

Te ,naturalne wtasnosci” sprowadzajg si¢

do trzech:

® (91:92) 93 =91 (92 93),

e g9 =97 g=1q,

e lg-g=g-1g = g dla wszystkich
91,92,93,9 € G.

Nie wymagamy, by g1 - g2 = g2 - g1-

Faktycznie, juz dla n > 3 istniejg

permutacje g1, g2 € Sn takie, ze

g192 # g291 (czy Czytelnik umie je

znalez¢?). Grupy spelniajgce warunek

g192 = g2g1 dla wszystkich elementéw

g1, g2 hazywamy przemiennymd.

— Jasiu, ile to pieé¢ razy siedem?
— A jaka jest struktura grupy, psze Pani?

Izomorfizm grup G i H to bijekcja

¢: G — H taka, ze zachodzi

(g1 - 92) = ¢(91) - v(g2) dla wszystkich
g1, 92 € G. Wspomniany izomorfizm

np. dla p = 5 mozna tatwo wskazaé: jest
to funkcja ¢: Z4y — ZF zadana wzorem
(i) = 2° mod 5. Konkretniej méwiac:
(0(0), (1), ¢(2), #(3)) = (1,2, 4,3).
Liczba 2 zwana jest generatorem

grupy Z;.

Czytelnik Uwazny powinien sprawdzié, ze
{1g} jest podgrupa, i zauwazy¢ analogie
pomiedzy grupami prostymi a liczbami
pierwszymi.

Grupa S35 dziala na wierzchotkach
tréjkata réwnobocznego ABC),
permutujac je. Dziatanie to mozna
utozsamicé z ,,geometrycznym” dziataniem
przez odbicia wzgledem symetralnych
bokéw tréjkata oraz obroty wzgledem
$rodka ciezkosci. Na wierzchotkach tego
tréjkata dziata réwniez na przyktad
grupa Zsz — dziatanie k € Z3 na
wierzchotku z to jego (wspomniany juz)
obrét o kat k- 120°.

Ustalmy zbiér X, np. X ={1,2,...,2019}. Niech Sx oznacza zbiér funkcji
odwracalnych z X w X. Funkcje z Sx mozna sktadaé i odwracaé, nie wychodzac
poza Sx. W zbiorze Sy istnieje tez funkcja identycznosciowa. Tytulowe grupy sa
abstrakcyjnym sposobem wyrazenia powyzszych wlasnosci zbioru Sx.

Grupa to zbiér G wraz z dzialaniem mnoZenia, czyli funkcja G x G — G
oznaczang (g1, 92) — g1 - g2, elementem neutralnym 1g € G oraz dzialaniem
odwracania g — ¢~!. Dzialania mnozenia i odwracania oraz element neutralny
sa czescig definicji grupy i wymagamy, by spelnialy one wszystkie naturalne
wlasnosci z przykladu Sx (patrz margines).

Przykiadowo, zbiér Sy, w ktérym ,,mnozenie” to skladanie funkcji, odwracanie
to odwracanie funkcji, a jedynka to funkcja identyczno$ciowa, jest grupa. Zbiér
R* =R\ {0} ze zwyklym mnozeniem i odwracaniem takze jest grupa, podobnie
zbiér Q* = Q\ {0}. Zbiér Z \ {0} z mnozeniem i dzieleniem nie jest grupa,

bo odwrotnosé liczby catkowitej zwykle nie jest liczba catkowita. Jesli p jest
liczba pierwsza, to zbior Z; = {1,2,...,p— 1} z mnozeniem modulo p jest
grupa, bo z algorytmu Euklidesa wynika, ze dla kazdej liczby a € {1,...,p— 1}
istnieja liczby calkowite r, s takie, ze ar + ps = 1; reszta z dzielenia r przez p
jest odwrotnoscia a. Grupa jest takze zbioér Z, w ktérym ,,mnozenie” to
dodawanie, za$ ,odwrotno$é¢” to a — —a. Podobnie, zbiér Z,, = {0,1,...,n— 1}
z dodawaniem modulo n jest grupa. Notabene, twierdzenie o generatorze

z teorii liczb méwi, ze grupa Z;, jest izomorficzna z grupa Z, .. Wreszcie,
jeszcze bardziej egzotyczne grupy pojawiaja sie w kryptografii (patrz ,Krzywe
eliptyczne w kryptografii”, Afg).

Podgrupa grupy G to podzbiér H C G taki, ze dzialania wykonywane na
elementach z H daja w wyniku element z H. Formalnie méwiac, dla kazdych
hi,he € H zachodzi hy - ho € H oraz hl_1 € H. Jedno z podstawowych twierdzen
teorii grup moéwi, ze kazda grupa G jest podgrupa Sx dla odpowiednio duzego
zbioru X. Definicja grupy nie odchodzi wiec zbyt daleko od przyktadu Sx. Jesli
H jest podgrupa G, to zbiér G/H powstaje z G przez utozsamienie elementéw
g i hg dla kazdych g € G, h € H. Prawdziwy jest nastepujacy elegancki wzoér:
|G/H| = |G|/|H]|, a zatem licznos¢ podgrupy jest zawsze dzielnikiem licznodci
grupy.

Specjalng klasa podgrup sa podgrupy normalne. Podgrupa H C G jest
normalna, jeéli zachodzi g - h-¢g~' € H dla kazdych g € G, h € H. Ten dziwaczny
warunek pozwala wprowadzié na zbiorze G/H strukture grupy. W kazdej
grupie G podgrupami normalnymi sa G i {1¢}. Grupy, ktére nie maja innych
podgrup normalnych, nazywane sa prostymi, np. grupa Z, jest prosta (gdyz
rozmiar podgrupy musi by¢ dzielnikiem rozmiaru grupy), a grupa Z nie jest.

W XX wieku sklasyfikowano wszystkie grupy proste. Tworza one 18 ,rodzin”

i 26 ,nieoczekiwanych” grup sporadycznych. Te ostatnie Swieca dzis triumfy

w matematycznych modelach teorii strun, w ramach tzw. moonshine theory.

Dlaczego jednak grupy pojawiaja sie w innych gateziach matematyki i fizyki?
Okazuje sie, ze grupy dobrze obrazuja (odwracalne) dzialania na obiektach.
Grupa Sx w naturalny sposob dziala na zbiorze X: je$li wezmiemy element x € X
oraz [ € Sx, to mozemy otrzymac nowy element f(z).

Jak poprzednio, tworzymy z tego abstrakcyjna definicje: dzialanie grupy G
na zbiorze X jest to odwzorowanie G x X — X, zapisywane jako (g,z) — g - x,
takie ze 1 - @ = x oraz (g192) - ¢ = g1 - (g2 - x).

To wlasnie dzialania grup czynia grupy tak interesujacymi i wszechobecnymi
obiektami w matematyce. Zeby zobaczy¢ to lepiej, rozwazmy przypadek, gdy
X ma dodatkowa strukture, np. gdy niektére pary elementéw X potaczymy,
otrzymujac graf I' = (X, E). W tej sytuacji mozemy zadaé nastepujace pytania:

e Ktére elementy g € Sx spelniaja warunek g -I' = I'? Zbiér takich elementéw
nazywamy stabilizatorem T'. Stabilizator jest naturalnie podgrupa Sx.
Oznaczamy go Gr.

e Ktére grafy mozna otrzymaé z I' przez permutowanie wierzchotkéw? Zbiér
takich graféw nazywamy orbita I' przy dziataniu G i oznaczamy G - T'.

o Jesli popatrzymy na zbiér M wszystkich mozliwych grafow
o wierzchotkach X, to ile jest orbit? Zbi6r orbit oznaczamy przez M/G.
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Pierscien

W pierécieniu Z jedyne idealy sa postaci
nZ ={n-a | a € Z}. Ideal nZ jest
maksymalny, jesli |n| jest liczbg pierwsza.

Rozwigzanie zadania M 1597.
Zauwazmy, ze

1
at+/a?+1= —— =
Vb2 +1+0b

=1/b2+1-b,

1
b+/2+1l= —nuu- =
Va2 +1+a

=vVar+1-a

Dodajac stronami te dwie réwnosci,
uzyskujemy a +b = —(a +b), czyli
a+b=0.

Latwo sprawdzié, ze liczby a, b
spelniajgce zalozenia zadania rzeczywiscie
istnieja (np. a = b = 0), wiec znaleziona
warto$é 0 istotnie jest osiagalna.

Warto sprawdzi¢, ze jedyne grafy ze stabilizatorem rownym Sx to graf pelny
oraz graf pusty. Zachodzi tez réwnanie |Gr|- |G -T'| = |G|. Wynika stad, ze

im wieksza orbita, tym mniejszy stabilizator, a ponadto: liczby |Gr|, |G - T'| sa
dzielnikami G. Znacznie bardziej skomplikowane jest sprawdzenie, ile jest orbit,
czyli ile elementéw ma zbiér M /G. Tym niemniej czasem mozna powiedzieé¢ co$
o orbitach, majac bardzo niewiele danych:

Lemat. Jesli p jest pierwsza, grupa G ma p* elementéw i dziala na zbiorze M,
ktory ma niepodzielng przez p liczbe elementow, to istnieje element staly, tzn.
I' e M taki, ze g-T' =T dla wszystkich g € G.

Dowéd. Faktycznie, M jest suma orbit, a rozmiar kazdej orbity dzieli |G| = p*.
Jedli zadna orbita nie jest jednoelementowa, to rozmiar kazdej jest podzielny

przez p, zatem i | M| jest podzielna przez p. Sprzeczno$é. A wiec istnieje I' takie,
ze G-T ={T}. O

Zamiast graféw mozna podobnie analizowa¢ inne obiekty. Jesli bedziemy patrzeé
na przestrzenie liniowe, to otrzymamy teorie reprezentacji, jesli na ciala (patrz
ponizej), to teorie Galois, itd. Wreszcie, aby lepiej zrozumieé¢ same grupy, warto
bada¢ dziatania grup na grupach.

Joachim JELISIEJEW

Kolejnym fundamentalnym pojeciem algebraicznym sa pierécienie. Zostaly one
wprowadzone pod koniec XIX wieku z nadzieja na pomoc w udowodnieniu
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Jak wiadomo, zostalo to uczynione dopiero

w 1995 roku, wigc przez dlugi czas nadzieja ta byta plonna.

Modelowym przykladem pierscienia jest zbidr liczb catkowitych Z. Formalnie,
piericien przemienny R to zbiér z dzialaniami dodawania, odejmowania

i mnozenia, przy czym spelnione sa naturalne wtasnoéci: R z dodawaniem

i odejmowaniem jest grupa, jest rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,
a mnozenie jest taczne i przemienne i posiada jedynke.

Inne przyklady pierdcieni przemiennych to Q lub R z naturalnymi dzialaniami.
Przyklad z innej pélki: jesli X jest przestrzenia metryczna (patrz str. 6) lub
ogdlniej przestrzenia topologiczna, to zbiér C(X,R) wszystkich cigglych funkcji
z X do R jest pierscieniem przemiennym.

Ideal w pierscieniu przemiennym A jest to podgrupa I C A taka, ze a-i € I dla
wszystkich a € A oraz i € I. Ten warunek gwarantuje, ze w zbiorze A/I da sie
sensownie mnozy¢; tzn. ze A/ jest pierscieniem przemiennym. W tym sensie
ideal odpowiada podgrupie normalnej. Ideal I C A jest maksymalny, jesli nie
istnieje ideat J C A taki, ze I C J. Kazde A posiada przynajmniej dwa idealy: A
oraz {0}. Méwimy, ze A jest cialem, jedli nie posiada zadnych innych idealéw,
np. Q, R sa ciatami, lecz Z nie jest cialem.

Jesli X jest przestrzenia topologiczna i € X, to podzbidr

m, = {f € C(X,R)| f(z) = 0}
jest idealem maksymalnym. Co wiecej, jesli X jest zwarta przestrzenia (dla
przestrzeni metrycznej zwarto$é oznacza, ze kazdy ciag zawiera podciag zbiezny),
sa to jedyne idealy maksymalne w C(X,R). Zatem jesli kto$ roztargniony
zgubi swojg ulubiong przestrzen topologiczna X, ale bedzie pamietac, jaki
jest pierscien B funkcji ciaglych na tej przestrzeni, to moze zrekonstruowaé¢ X.
Mianowicie, punktami X beda idealy maksymalne w B, a zbiory domkniete to
zbiory idealéw maksymalnych postaci V(E) = {m | m D E}, gdzie E C B jest
podzbiorem.

W latach piecdziesiatych Alexandre Grothendieck zaproponowal, by te operacje
wodzyskiwania” X z B przeprowadzaé¢ dla dowolnego pierscienia B; niekoniecznie
pochodzacego od X. Doprowadzito to do powstania teorii schematow, ktora
ostatecznie miata wielki udzial m.in. w dowodzie Wielkiego Twierdzenia
Fermata. Po stu latach pierscienie miaty swéj rewanz!

Joachim JELISIEJEW
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