Rozbieznosé do nieskoriczonosci sumy

:;1 1/n nie jest oczywista, ale dowéd
tego faktu nie jest szczegdlnie trudny.
(Mozna go znalezé w Aly).
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Rys. 3. Ilustracja wtasnos$ci Darboux

Witiasnos$é Darboux pozwala na przyktad
stwierdzac istnienie rozwigzan rozmaitych
skomplikowanych réwnan, bez
rozwigzywania ich. Na przyktad, zeby
udowodnié, ze istnieje (chocéby jeden) z,
dla ktérego spelniona jest réwnosé

—x? + sin(wz) cos? (rzx) = logy (1 + z) — 1,
wystarczy zauwazy¢, ze ciagla funkcja

f(z) =
= —2? +sin(rrz) cos® (rx) — logy (1 + ) + 1,

przyjmuje wartosci f(0) =1

i f(1) = —logy 2 < 0, zatem dla pewnego
z € (0,1) funkcja przyjmuje warto$é zero
i ten wlasnie x jest rozwigzaniem naszego
réwnania.

wszystkie pozostate byty wigksze od M. Rozbiezny do nieskonczonosci jest
oczywiscie ciag a,, = n, a takze ciag o wyrazach a, =n + (—1)".

Pojecie zbieznosci pozwala zdefiniowaé¢ sume nieskonczenie wielu liczb, czyli
szereg. Dodawanie jest dzialaniem dwuargumentowym, w jednym kroku
umiemy dodaé tylko dwie liczby, wiec aby dodaé¢ nieskoniczenie wiele liczb,
trzeba by wykonaé nieskonczenie wiele krokéw, a tego zrobié¢ nie umiemy. I tu
z pomoca przychodzi nam granica ciggu. Sume nieskonczenie wielu wyrazéw
ai +as + -+ +a, + -, zapisywang skrétowo jako Y | a,, definiujemy jako
granice sumy ciagu S, = a1 +as + - - - + a,, zwanego ciggiem sum czesciowych.
Mozemy zatem wyznaczy¢ sume wyrazoéw ciagu geometrycznego o wyrazach ¢”,
n=0,1,2,..., dla ¢ # 1 suma czeéciowa ma posta¢ S, =1 +¢q+¢>+ ...+ q" =

111’1: (wzér ten latwo udowodnié, mnozac obie strony réwnosci przez (1 — q)).
Dla |g| < 1 granica ciagu S,, jest réwna flq
¢ < —1 nie umiemy okresli¢ szukanej sumy (bo ciag S,, nie ma granicy). Warto
doda¢ na koniec, ze sumujac wyrazy ciagu zbieznego do zera, mozemy uzyskaé
sume nieskonczona — sztandarowym przykladem jest szereg harmoniczny,
czylisuma 1+1/2+1/3+...1/n+ ...

, dla ¢ > 1 jest nieskoniczona, a dla
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Ciaggtosc¢ funkcji — na poczatku odwolamy sie do intuicyjnego rozumienia tego
pojecia, by nastepnie je uscislié. Jesli funkcja rzeczywista okreslona na przedziale
jest ciagla, to jej wykres jest ,w jednym kawalku” (mozna go narysowaé bez
odrywania oléwka od kartki). Funkcje
1 dlaz>0 1/xdlaxz >0

fila) = {—1 dla x <0 oraz  fa(z) = { —/1 dla x <0
nie sa ciagte — w obu przypadkach xg = 0 jest argumentem, w ktérym wykres
funkcji ,rozrywa sig”; jest to tzw. punkt niecigglosci funkcji. Funkcja ciggla
nie moze mie¢ punktéw nieciaglosci, czyli w kazdym punkcie swojej dziedziny
musi by¢ ciagla. Pozostaje $cile okresli¢, co to wszystko znaczy. Ciaglosé funkcji
w punkcie mozna wyrazi¢ w jezyku zbieznosci ciagéw: funkcja f: Dy — R jest
ciggla w xy € Dy, jesli dla kaZdego ciggu o wyrazach x,, € Dy zbieinego do x
cigg f(xy,) jest zbieiny do f(xp). Latwo teraz sprawdzié formalnie, przyjmujac
x, = 1/n, ze funkcje fi 1 fo nie sa ciagle w zerze — ciagi o wyrazach f1(1/n) =1
(ciag staly) oraz fa(1/n) = n nie sa zbiezne do f1(0) = f2(0) = —1.

Gdy juz wiemy, czym sg funkcje ciagle, zauwazmy, ze jest ich mnostwo

w otaczajacym nas $wiecie — przyjrzyjmy sie tylko funkcjom zaleznym od czasu:
temperatura w nagrzewajacym sie piekarniku zmienia sie w sposéb ciagly,
ci$nienie w punkcie pomiarowym réwniez, predkosé samochodu, nawet takiego
z super mocnym silnikiem i hamulcami, nie moze zmienia¢ sie skokowo.

Warto podkresli¢, ze o ciggtosci funkcji mozna méwié¢ tylko w punktach jej
dziedziny. Gdyby$my przyjeli, ze dziedzing funkcji f1 i f2 jest R\ {0}, to bylyby
one ciaglte w kazdym punkcie swojej dziedziny, a wiec bylyby funkcjami ciagtymi
(mimo, ze ich wykresy skladaja sie z dwéch ,kawaltkéw”). Podobnie funkcja
tangens jest ciaglta, mimo iz jej wykres ma nieskonczenie wiele sktadowych.

Istnieja funkcje, ktére nie sa ciagle w zadnym punkcie swojej dziedziny;
sztandarowym przykladem jest funkcja Dirichleta, ktéra przyjmuje wartosé 0
dla wszystkich argumentéw wymiernych i 1 dla wszystkich niewymiernych.

Funkcje ciagle sa bohaterami wielu waznych twierdzen matematycznych. Jedno
z nich orzeka, ze funkcja ciagla okreslona na przedziale posiada wlasnosé
Darboux, czyli przyjmuje wszystkie warto$ci posrednie: dla dowolnych a, b
w tym przedziale oraz w lezacego miedzy f(a) i f(b) istnieje ¢ € [a, b], dla ktérego
f(e) = w (rys. 3). Funkcje o wlasnosci Darboux nie musza by¢ jednak ciagle.
Istnieja takie ekstremalne przyktady funkcji, dla ktérych obraz dowolnego
przedziatu jest cala prosta rzeczywista! Taka funkcja oczywiscie spelnia
wlasno$é Darboux i oczywiscie nie moze byé ciagla (dlaczego?). Czytelniku,
czy potrafisz skonstruowaé takiego potwora?
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