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Nieskonczonosé: 2. Problemy starozytnych

Jednym z naturalnych skojarzen z nieskonczonoscia sa duze, bardzo duze
liczby. Tak bardzo, ze trudno je sobie wyobrazi¢, a intuicja nie pomaga.
Mozemy jednak o nich pomysleé. Czytajac doniesienia o wydatkach

z budzetu panstwa lub tym bardziej o Swiatowej gospodarce, tatwo pogubic
sie¢ w milionach, miliardach i bilionach. I chociaz wiemy, ze w bilionie

1000 000000000 = 10'2 miesci sie az milion milionéw, malo kto jest w stanie
to sobie wyobrazi¢. Wszystkie te liczby wpadaja w te sama kategorie — liczb
duzych na tyle, ze nie znajdujemy dla nich zastosowania w zwyczajnym

§ %N = codziennym zyciu.
g wdiE f’é Cho¢ i tu granica moze by¢ plynna, czego dowodzi przedstawiony na
= 5 marginesie banknot opiewajacy na kwote stu bilionéw dolaréw Zimbabwe.
= ... Warto tu zwréci¢ uwage na nieintuicyjne przesuniecie nazewnictwa liczb
A A L miedzy polskim i angielskim jezykiem — polski miliard to angielski billion,

a wiec angielski trillion to po polsku bilion. Banknot jest wynikiem
hiperinflacji w Zimbabwe, ktora w rekordowym listopadzie 2009 roku wyniosta
az okolo 80 miliardéw procent w skali miesiecznej.

Kazdy czytelnik zdaje sobie jednak sprawe, ze mozna mysleé¢ bez trudu

o wiekszych liczbach. O ile sto bilionéw to 14 zer za jedynka, o tyle liczbe
majaca za jedynka 100 zer, czyli 10'°°, zwyklo sie nazywaé googol. Zbieznoéé
nazwy ze znang firma nie jest przypadkowa, jej zalozyciele wlasnie ta liczba
sie inspirowali, a réznica w nazwie, podobno, jest wynikiem literéwki. No
dobrze, widaé, ze googol to duza liczba. Ale jak duza? Co jest wigksze:
googol czy liczba komérek w ciele cztowieka? Googol czy liczba atomow

w ciele czlowieka? Googol czy liczba atoméw na kuli ziemskiej? Liczba
atoméw w Ukladzie Stonecznym? W naszej galaktyce? W obserwowalnym
Wszechswiecie? Okazuje sie, ze na wszystkie te pytania prawidlowa
odpowiedzia jest: googol jest wiekszy (rzedy wielkosci tych liczb szacowane
sa kolejno na 1013, 1024, 105°, 1056, 10°7 i 1080).
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Ale przeciez mozemy mysle¢ o liczbach jeszcze wigkszych. Na przyktad

o liczbie w postaci jeden i googol zer, czyli liczbie 1010"" zwanej googolplex.
Nie bez przyczyny nie drukujemy jej tu w pelnej dziesietnej wersji —

skoro atoméw w obserwowalnym WszechSwiecie jest mniej niz googol, nie
starczyloby ich, gdyby na kazdym atomie chcie¢ umiescié¢ jedna cyfre
googolplexa. .. Fakt, ze w ogdle o takiej liczbie tu dyskutujemy, mozna uznaé
za komplement dla ludzkiego umystu. A przeciez nadal rozwazamy tylko
pewien skonczony poczatek zbioru liczb naturalnych, nieskonczonoéci tego
zbioru dotykajac tylko ulotnie poprzez $wiadomosé, ze dla kazdej liczby
naturalnej mozemy znalez¢ liczbe od niej wieksza.

Juz starozytni greccy matematycy stykali sie z tego typu nieskonczonoscia,
zwana czasem nieskonczono$cig potencjalna. Prosta mozna przediuzy¢
dowolnie daleko, odcinek mozna podzieli¢ na dowolnie wiele czesci — tak
moéwiono juz w éwezesnej matematyce, i tego nie dato sie uniknaé¢. Nikt
natomiast ze starozytnych matematykéw nie powiedziatby, ze prosta mozna
przedtuzaé¢ w nieskonczono$¢ lub ze liczb jest nieskoniczenie wiele. Nie
rozwazano podziatu odcinka na nieskonczenie wiele czesci. Unikano takiej
aktualnej nieskonczonosci jak ognia — byla postrzegana jako zrédlo niechcianej
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wowczas w matematyce niescistosci i paradoksow. Nie rozwazano wiec
istnienia nieskoriczonych zbioréw.

Chociazby stynny dowéd z ,,Elementow” Euklidesa, o ktorym
powiedzielibyémy obecnie, ze dowodzi istnienia nieskonczenie wielu liczb
pierwszych, tak naprawde moéwit o tym, ze mozna znalezé dowolnie wiele
takich liczb. Istotnie, jesli mamy juz n liczb pierwszych p1,pa, ..., Pn, tO
rozwazmy liczbe p1 -ps - ... p, + 1. Ona nie dzieli si¢ przez zadna z dotychczas
znalezionych liczb, wiec albo ona sama jest pierwsza, albo dzieli sie przez inng,
nierozwazana jeszcze liczbe pierwsza q — czyli tak czy inaczej mamy jeszcze
jedna liczbe pierwsza.

Problemem byly tez wielkoSci, ktore dzi$§ nazywamy niewymiernymi.
Natkneli sie na nie Pitagorejczycy, zauwazajac, ze stosunek przekatnej
i boku kwadratu nie da si¢ wyrazi¢ stosunkiem liczb naturalnych. Byl to
nie lada problem, bo ta obserwacja podwazala filozoficzne przekonanie, ze
wszystko jest liczba, wszystko liczbami (w domysle naturalnymi) da sie
opisa¢. Co wiecej, Pitagorejczycy upatrywali w stosunkach niskich liczb
naturalnych, sprawdzonych na przykladzie muzyki, harmonii w $wiecie.
Brak harmonii w tak doskonalej figurze jak kwadrat byt wiec co najmniej
zaskakujacy. Problem jest jednak bardzo bliski problemowi z nieskoniczonoscia,
bo po pewnym czasie zorientowano sie, ze stosunek przekatnej i boku
kwadratu mozna przybliza¢ stosunkami liczb naturalnych. Notujac we
wspoélczesny sposob spostrzezenia Teajtetosa (matematyka z IV wieku p.n.e),
napisaliby$my, ze
1
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Tak wiec stosunki w kwadracie da sie opisa¢ harmonig matych liczb
naturalnych, z tym ze nieskonczenie wielu. Jeszcze lepiej wyglada analogiczne
przedstawienie zlotej proporcji — zobaczymy w nim same jedynki. Warto
jednak zwréci¢ uwage, ze do pelnej akceptacji tego typu geometrycznych
stosunkéw jako liczb niezbedne jest lepsze zrozumienie pojeé zwiazanych

z nieskoriczonoscia, ktoérego 6wcezesni matematycy nie mieli.

Stad tez slynne paradoksy Zenona z Elei, w ktérych sprzeczno$é¢ powstaje
w wyniku rozwazan skonczonych czesci nieskonczonych ciagéw. Najstynniejszy
jest chyba ten o z6twiu i Achillesie, w ktorym Achilles Sciga zétwia, biegnac
z dwa razy wiekszg predkoscia od niego, ale startujac 40 metréw za nim.
Paradoks orzeka, ze Achilles nigdy nie dogoni z6lwia, bo zanim przebiegnie
do miejsca, gdzie startowal z6tw, z6tw bedzie juz 20 metréw dalej. Gdy
jednak Achilles przebiegnie te dodatkowe 20 metréw, z6tw bedzie jeszcze

0 10 metréw dalej. I tak dalej — rozumowanie mozemy prowadzi¢ dowolnie
dlugo. Nie wiemy do korica, jaka byla intencja (Zenon z pewnoscia wiedzial,
ze Achilles dogoni z6twia), ktéra stala za tymi paradoksami, bo znamy je
tylko z przekazu Arystotelesa, ktéry cytowal je po to, zeby je rozwiklaé

(na miare mozliwosci jego epoki). Na pewno paradoksy te wskazuja

stabosci w rozumieniu i opisywaniu nieskonczonych proceséw w starozytnej
matematyce. Dzisiaj powiedzielibyémy po prostu, ze paradoks sprowadza sie
do obliczenia sumy szeregu 40 + 20 4+ 1045+ ... i Ze wychodzi 80 — i po
przebiegnieciu tylu metréw Achilles rzeczywiscie zétwia dogoni.

Zeby jednak pojecia sumy nieskoriczonego szeregu i granicy nieskonczonego
ciggu zostaly porzadnie zrozumiane i zdefiniowane przez matematykéw,
potrzeba bylo dwéch dodatkowych tysiacleci. Obecnie pojecia te naleza do
kanonu matematyki. Skad zatem wiemy, ze nieskonczone zbiory istnieja?
Odpowiedz moze nie zadowoli¢ czeéci Czytelnikow. Istnienie nieskoriczonego
zbioru zostato przyjete po prostu jako jeden z aksjomatow we wspolczesnej
teorii zbioréw. Czy to wystarczajace rozwiagzanie dla dylematu starozytnych
greckich matematykow?
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