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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

(M lub F)

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul

Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2019

Zadania z fizyki nr 674, 675

674. Niewazki poziomy pret o dtugosci 2a moze obracaé si¢ swobodnie wokét
pionowej osi przechodzacej przez jego $rodek (rys. 1). Na pret nawleczone
sa dwie jednakowe kulki, ktore moga przemieszczaé si¢ wzdtuz preta bez

tarcia i odbijaé sie sprezyscie od odbojnikéw na jego koncach. Na poczatku
kulki umocowane sa w odlegloéciach a/2 od osi obrotu. Pret rozkrecono do

l predkosci katowej wg, po czym kulki jednocze$nie oswobodzono. Po jakich torach
beda poruszac sie kulki? Po jakim czasie pret wykona pelny obrét? Jaka jest
zalezno$¢ predkosci katowej preta od czasu? Rozmiary kulek sa duzo mniejsze od

w
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dtugosci preta.

675. Trzy jednakowe natadowane kulki potaczone sa nieprzewodzacymi niémi,

T ktére tworza tréjkat prostokatny ABC (rys. 2). Kat ABC jest réwny «, bok BC
ma dlugosé [. Z jakimi przyspieszeniami zaczng poruszaé sie¢ kulki po przecieciu
nici BC'? Masa kulki jest réowna m, ladunek kazdej z nich wynosi g. Sil ciezkosci

nie uwzgledniamy.
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Rozwigzania zadan z numeru 11/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

666. Miedzy oktadkami kondensatora plaskiego porusza sie ze stalg predkoécig v cienka plytka
natadowana réwnomiernie tadunkiem ¢. ZnaleZé natezenie pradu w obwodzie przedstawionym na
rysunku. Odlegltosé miedzy oktadkami wynosi d, efekty brzegowe mozna zaniedbadé.

667. W ustawionym pionowo zamknietym z dwéch stron cylindrze znajduje si¢ mieszanina dwéch
gazéw doskonalych o masach molowych p1, ps i masach odpowiednio mi, mo. Wewnatrz cylindra
znajduje sie tlok o masie M, ktéry jest przepuszczalny tylko dla gazu pierwszego. Poczatkowo tlok
5 znajduje sie przy gornej podstawie cylindra, a nastepnie zostaje puszczony swobodnie. Ile moli gazu
pierwszego znajdowaé si¢ bedzie po ustaleniu si¢ réwnowagi powyzej ttoka? Temperatura uktadu

jest stata i wynosi T'. Tarcie tloka o $cianki mozna zaniedbaé¢. Wysoko$é cylindra (nie uwzgledniajac

grubosci tloka) jest réwna .

666. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze tadunek ptytki

jest dodatni. Rozwazmy sytuacje, gdy plytka natadowana
tadunkiem g > 0 jest nieruchoma i znajduje si¢ w odlegtosci =
od jednej z oktadek (rys. 4). Oktadki kondensatora sg zwarte
drutem i uziemione, zatem napiecie miedzy nimi wynosi
zero. Wartoéci natezen pola elektrycznego w obszarach
zaznaczonych na rysunku wynosza:

E1=(q— Q2+ Q1)/(2605), E2=(q+Q2—Q1)/(205),

gdzie Q1 < 01 Q2 < 0 to tadunki na oktadkach kondensatora,
S jest powierzchnig plytki. Spelniony jest zwiazek

Eix = E>(d — z). Poniewaz potencjal oktadek kondensatora
wynosi zero, na zewnatrz kondensatora nie ma pola
elektrycznego, stad ¢ + @1 + Q2 = 0. Eliminujac z powyzszych
réwnan Ei, Es i Q2, otrzymujemy zwiazek qr = —Q1d.
Przesuniecie plytki o Az powoduje zmiane ladunku Q1

o |AQ| = qAxz/d, czyli przeptyw pradu miedzy oktadkami
kondensatora o natezeniu

I =|AQ|/At = qu/d.

20

667. W stanie réwnowagi tyle samo czasteczek gazu
pierwszego przenika przez ttok w obie strony. Poniewaz
temperatura T' w obu czegsciach cylindra jest taka sama,
liczba moli gazu pierwszego w jednostce objetosci po obu
stronach ttoka musi by¢ jednakowa, zatem jednakowe jest
tez cidnienie p1 gazu pierwszego po obu stronach tloka.
Niech p2 oznacza ci$nienie gazu nieprzenikajacego przez

tlok w dolnej czesci cylindra (rys. 5). Warunek réwnowagi
ttoka ma postaé Mg = p2S, gdzie S jest polem powierzchni
tloka. Korzystajac z réwnania Clapeyrona dla gazu drugiego,
otrzymujemy wyrazenie na odlegloéé = tloka od dolnej
podstawy cylindra: © = moRT/(u2M g). Oznaczmy liczbe moli
gazu pierwszego w gornej czesci cylindra przez ni, a w dolnej
przez ng. Zachodzi zwiazek n1 + n2 = m1/p1. Spelnione sa tez
réwnania Clapeyrona: p1(l — x)S = n1 RT oraz pizS = naRT.
Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan, otrzymujemy szukang
liczbe moli gazu w gérnej czesci naczynia:

_ my 1 moRT
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2019

Zadania z matematyki nr 777, 778
Redaguje Marcin E. KUCZMA

777. W tréjkacie ABC bok BC' jest najdluzszy. Okrag wpisany jest styczny do
bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach K, L, M. Na prostej KM lezy
taki punkt P, ze odcinki PC oraz KL sa réwnolegte. Dowiesé, ze prosta AP
przechodzi przez $rodek odcinka K L.

778. Znalezé wszystkie tréjki liczb catkowitych x,y, z spelniajace réwnanie

(x+y+z)2=2(x2+y2+22)

wraz z warunkiem NWD(z,y, z) = 1.

Zadanie 778 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

769. W trapezie ABCD o réwnoleglych podstawach AB i CD zachodza réwnosci: |AB| = |AD|,
\ |BD| = |BC|. Okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina przekatng AC w punkcie E. Dowiesé, ze
' prosta DE polowi bok AB.

\ 770. Dla dodatnich liczb catkowitych ai, ..., a,, oraz n rozwazamy sume

K,(a1,..

769. Tréjkat BC'D jest réwnoramienny; symetralna boku

CD jest osig symetrii tego trojkata, wiec i okregu na nim

opisanego; prosta AB (réwnolegla do CD) jest styczna do
tego okregu. Skoro |AB| = |AD|, zatem prosta AD tez jest
styczna. Wynikaja stad rownosci katow

|%ADE| = |%*DCE| = |xCAB|.

Prosta DFE przecina AB w punkcie, ktéry nazwiemy F'.
Niech G bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem B.
Widzimy trapez réwnoramienny AGC D, z réwnymi

katami: [XxDAF| = |£AGC)|. Stad i z wczesniejszej réwnosci
(przepisanej jako |XADF| = |«GAC|) wynika podobieristwo
trojkatéw DAF i AGC. W konsekwencji

|AB| _ |DA| _ |AG| _ JAG| _
|AF| — |AF| ~ |GC|  |GB|

co pokazuje, ze F' jest srodkiem odcinka AB.
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770. Nie tracimy ogdélnoéci, rozwazajac jedynie niemalejace
ciagi (a1,...,am), dzieki czemu wyrazy sumy

1\ 1Y\ 2 1y\em
o)

n n n
sg uporzadkowane nierosnaco. Niech g oraz r oznaczaja iloraz
i reszte z dzielenia m przez n—1. Wykazemy, ze ciag

2, ...,4,---,9,q+1, ...
——

2 1,...,1,2,..
—— ——

n—1 n—1

qt+1) =:
n—1 T

= (bl,...,bm)

jest tym, dla ktérego suma (1) — pozostajac mniejsza od 1
— jest maksymalna. Wynosi ona

3) 1 r

1 - ﬁ + W .
Niech wigc a1 < - -+ < am bedzie dowolnym ciagiem, dla
ktérego warto$é sumy (1) jest mniejsza od 1. Przypusémy,
ze pewien wyraz (1/n)*, z wyktadnikiem k > 2, powtarza
sie co najmniej n razy. Przyjmijmy, ze k jest najwiekszym
takim numerem. Wykreslamy n sktadnikéw réwnych (1/n)*
i zastepujemy je pojedynczym wyrazem (1/n)*~1.
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Dla ustalonych liczb catkowitych m,n > 2 wyznaczy¢ kres gérny zbioru tych wartosci wyrazenia
., Qm), ktére sa mniejsze od 1.

Wartos¢ sumy nie ulegta zmianie, ale ciag skrocit sie

o n — 1 wyrazéw. Dopisujemy wiec na koncu n — 1 utamkoéow,
z wykladnikami tak duzymi, by warto$é¢ sumy (1) (ktéra
sie powiekszal) pozostala mniejsza od 1 — baczac jedynie,
by zaden wyraz (z wykladnikiem > k) nie powtérzyt sie
n-krotnie.

Powtarzamy te modyfikacje tak dtugo, dopdki istnieje blok
jednakowych sktadnikéw (1/n)?, dtugosci co najmniej n,

z jakimkolwiek wyktadnikiem j > 2. Méglby ewentualnie
pozostaé taki blok dla wyktadnika j = 1, czyli zlozony

ze sktadnikéw réwnych 1/n — ale to tez nie jest mozliwe,
skoro przez caly czas byla prowadzona kontrola, by suma
nie osiggneta wartodci 1. Stad wynika, ze w dalszym ciagu
dowodu mozna ograniczaé¢ uwage do ciagdéw (ai,...,am)

o wtasno$ciach:

(4)
Ciag (2) spetia te warunki. Dla wykazania jego
optymalno$ci wezmy pod uwage dowolny inny ciag
(a1,...,am), takze spelniajacy powyzsze warunki, i oznaczmy
przez ¢ najwczesniejszy numer, dla ktérego a, # be. Zatem
odcinki (a1, ...,a¢—1), (b1,...,be—1) sa identyczne.

Nietrudno zauwazy¢, ze a¢ > be; w przeciwnym przypadku
mieliby$my b, > a¢ > ar—1 = by—1; to by oznaczalo, ze

be—1 =be— 1, ag = ag—1 i ze w ciagu (2) be—1 jest wyrazem
konczacym blok ztozony z n—1 réwnych liczb. Skoro zas

a; = b; dla ¢ < £ oraz ag = ag—1, mielibySmy w ciagu (a;)
blok zlozony z n réwnych liczb, wbrew warunkowi (4). Tak
wiec ag—1 = br—1 < by < ap < agy1.

a1 < --- < am; zadna liczba nie powtarza sie n-krotnie.

Dokonujemy kolejnej modyfikacji ciagu (a1, ..., am),
zastepujac wyraz ag liczba be. Warunki (4) pozostaja
spelnione, warto$¢ sumy (1) zwieksza sie, za$ nowy ciag
pokrywa si¢ z ciagiem (2) na odcinku (b1, ...,b). Po
skonczenie wielu takich krokach dochodzimy do ciagu

(b1,...,bm). To pokazuje, ze warto$é¢ sumy (1) dla wyjsciowego
ciagu (a1,...,am) byta mniejsza niz jej wartosé dla ciagu
(b1,...,bm) — czyli liczba dana wzorem (3), ktéra wobec tego

jest szukanym kresem gérnym.



