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Przyktad parkietazu
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Rozwigzanie zadania M 1593.
Skoro 2n — 1 jest liczba zlozona, to
2n — 1 = pq dla pewnych (niekoniecznie
réznych) liczb nieparzystych p, ¢
wigkszych od 1. Niech

a; =1dlai=1,2,...,p

oraz
a; =2t—1—pdlai=p+1,p+2,...,n.
Wowcezas a1 < ag < ... < an.
Jezelil1 <1< j < p, to
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<2n—1—p<2n—1.
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_ MY Caita; =
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=1+2j—-1-p<
< 2n — 1.
W koncu jeéli (z,7) = (p,n), to
a; + aj Pq
il =P con 1
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Parkietaze Michat ADAMASZEK*

W autorskim tygodniku internetowym Trapez [1] Jarostaw Wréblewski proponuje
serie zadan (nr 75-126) o parkietowaniu prostokatéw. Na przyklad: czy

plansze 15 x 15 da sie szczelnie pokry¢ klockami o wymiarach 8 x 1, 1 x 8,

11 x 1 oraz 1 x 11 (oczywiscie klocki nie moga na siebie zachodzi¢). W tego
typu zadaniach odpowiedz zazwyczaj brzmi ,nie”, a typowa strategia polega

na zgadnieciu numeracji lub kolorowania pdl planszy i uzyciu argumentu

w stylu , kazdy klocek pokrywa trzy pola zielone, ale liczba pdl zielonych

na calej planszy jest niepodzielna przez 3”. Sprébujmy jednak ogdlniej
zastanowic sie, jak systematycznie, od podstaw, mozna zaatakowaé problem:
czy plansze o wymiarach n x m da sie wyparkietowa¢ klockami ustalonych typdéw
a1 X bl,...,ag X bg.

Niech (7, j) oznacza pole w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Kazde pokrycie planszy
mozemy zakodowaé za pomocg zmiennych

axb _ 1 jesli pewien klocek typu a X b ma lewy gérny rég na polu (4, j),
J 0 wpp.
Na przyktad pokrycie planszy 4 x 2 z rysunku obok opisujemy nastepujaco:
1x2 _ . 3x1 _ . 3x1 _
L1 =Ty =Ty =1,

a wszystkie inne zmienne acfjb sa réwne zero.
.

Zapytajmy teraz, kiedy zestaw zmiennych ac?jx-b opisuje poprawny parkietaz.
Przede wszystkim musimy usunaé wszystkie zmienne
axb

ai;dlai>n+1-alubj>m+1-b,

poniewaz klocek o wymiarach a X b z lewym gdérnym rogiem na polu (4, j)
wystawalby poza plansze. Po drugie, wszystkie zmienne musza przyjmowacé
wartoéci 0 lub 1. W koncu, musimy zagwarantowac, ze kazde pole planszy jest
pokryte przez dokladnie jeden klocek. Ten warunek mozna zapisaé nastepujaco:

¢ min(i,n—ar+1) min(j,m—>br+1)
0 >y > e
k=11i"=max(1l,i—ar+1) j’=max(1,j—br+1)
dla kazdego i = 1,...,n, j =1,...,m. Ten nieprzyjemny wzor oznacza po prostu,

ze spoérod wszystkich legalnych potozen dostepnych klockdéw, ktore potencjalnie
moga zahaczaé o pole (i, j), dokladnie jedno jest faktycznie w uzyciu. A zatem
zerojedynkowe rozwiazania ukladu nm réwnan liniowych (1) odpowiadaja
jednoznacznie parkietazom.

Dla zupelnej jasnoéci rozwazmy przyktad. Zapiszmy w tym jezyku problem
parkietowania planszy 3 x 4 klockami typu 1 x 312 x 1. Mamy 12 réwnan,
z ktorych kazde wymienia legalne sposoby pokrycia jednego z pdl:

(L) )P+ =

(1,2) 2P + 2 + 2ty =1
(1,3) 23° + 215° + 275 =1
(1,4) 215> + a3t =1
(2,1) i + 2ty + 3] =
@) (2.2) mgy + 3+ oy +ogh =1
(2,3) 271" + 35" + a7y + w3y =1
(2,4) @y 5" + a1yt + a3y =
(3,1) 233’ + 237 =1
(3,2) g + w33’ + w55 = 1
(3,3) x%*ﬁ + xéxf’ + xgél =1
(3,4) 235° + a3y’ =

Na przyklad réwnanie dla pola (2,4) czytamy nastepujaco: pole to mozna
przykryé klockiem 1 x 3 z pola (2,2) lub klockiem 2 x 1 z jednego z pdl (1,4)
lub (2, 4).

Jak tatwo sprawdzié, prostokata 3 x 4 klockami 1 x 3 i 2 x 1 pokry¢ si¢ nie
da. Mozemy tego faktu dowie$é algebraicznie, mianowicie mnozac réwnania (2)
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Rozwigzanie zadania M 1591.
Sposréd wszystkich par wyrdznionych
punktéw o tym samym numerze
wybierzmy taka, ze miedzy nimi jest jak
najmniej innych wyréznionych punktéw
(na pewnym z dwéch tukéw). Bez straty
ogdélnosci przyjmijmy, ze wybrana para
ma numery 1 (cykliczne przenumerowanie
jednocze$nie w obrebie punktéw obydwu
koloréw nie ma wplywu na teze).
Zauwazmy, ze wszystkie wyréznione
punkty pomiedzy tymi o numerze 1 sg
tego samego koloru — w przeciwnym
przypadku wéréd nich bylyby punkty

o tym samym numerze. Przypusémy, ze sa
to punkty biate; rozumowanie

w przypadku punktéw czarnych jest
analogiczne. W zaleznosci od potozenia
punktéw o numerze 1 mozemy wyréznié
dwa przypadki.

1° Pomiedzy punktami o numerze 1
znajdujg sie punkty biale o numerach

od 2 do k. Wéwczas wybierajac jeden
punkt podzialu okregu na tuki pomiedzy
bialymi punktami o numerach 11i 2,

a drugi — w taki sposéb, aby na obydwu
uzyskanych tukach byto po n
wyréznionych punktéw, uzyskujemy
rozciecie o postulowanej wlasnosci.

1,23 ko

2° Pomiedzy punktami o numerze 1
znajdujg si¢ punkty biale o numerach

od k£ do n. Wéwczas wybierajac jeden
punkt podziatu okregu na tuki pomiedzy
bialymi punktami o numerach 1 i n

(a drugi odpowiednio jak wyzej),
uzyskujemy rozciecie spelniajace warunki
zadania.

1 kk+1
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kolejno przez nastepujace wspdlezynniki:
(3) ~1,1,0,-1,1,-1,0,1,-1,1,0, -1
i dodajac wszystko stronami. Wtedy otrzymamy
0=-1,
co dowodzi, ze uklad (2) nie ma rozwiazani rzeczywistych (a wiec tym bardziej
zerojedynkowych!).

Uogolnijmy ostatnie rozumowanie. Uktad rownan liniowych nie ma rozwigzan
w liczbach rzeczywistych jedynie wéwczas, gdy pewna kombinacja liniowa
danych réwnan daje ,oczywista sprzecznosé¢” postaci ,zero z lewej, cos
niezerowego z prawej strony”. Nie udowodnimy tego faktu, a jedynie odwotamy
sie do intuicji i zyciowego doswiadczenia Czytelnikow w tym zakresie.

Co to znaczy w szczegdlnym przypadku ukladu (1)? Oznaczmy przez y;;
wspdlezynnik, przez jaki w naszym dowodzie nierozwigzywalnoéci przemnozymy
réwnanie dla pola (7, j). Mozemy nawet my$leé o tych wspdlezynnikach

jako wpisanych w pola planszy: y;; umieszczamy na polu (7, 5). Na przyklad
wsp6lezynniki (3) dla przykladu (2) pojawia sie na planszy 3 X 4 w nastepujacej
kolejnosci:

-1} 1,0 |-1
1/-1] 0 1
-1} 1|0 |-1

Wtedy (prosze sprawdzi¢) ,oczywista sprzeczno$é” dla ukladu (1) polega na tym,
ze:

e kazde dopuszczalne potozenie klocka na planszy pokrywa pola o sumie y;;
rownej zeru,
e suma wszystkich y;; jest niezerowa.

Jest zupelnie Jasne (przez duze J, i to bez lektury calego naszego wywodu),
ze powyzsze warunki dowodza nieistnienia parkietazu! A zatem odkryliémy od
podstaw jeden z wariantow magicznej metody rozwiazywania tego typu zadan,
wspomnianej na poczatku.

Spoéjrzmy na to, co tutaj si¢ stato, z jeszcze szerszej perspektywy. Ukltad
réwnan taki jak (1) jest bardzo szczegblnym przypadkiem problemu z zakresu
programowania calkowitoliczbowego (ang. mixed-integer programming). Wiele
trudnych probleméw kombinatorycznych mozna zakodowaé w tej postaci,
wprowadzajac zmienne zerojedynkowe opisujace pewne zdarzenia (np. klocek
lezy na polu) i wyrazajac wzajemne ograniczenia (np. klocki nie zachodza

na siebie) w postaci réwnan i nieréwnosci liniowych, tak jak w (1). Jest

to standardowa technika dla wielu tego typu probleméw. Rozwiazywanie
problemoéw catkowitoliczbowych, cho¢ mozliwe, jest bardzo czasochtonne

(w istocie NP-trudne), dlatego mozemy na poczatek zapytaé, czy badany
problem ma w ogdle rozwiazanie w liczbach rzeczywistych. Ten proces
nazywa sie relaksacjg. Powstaly problem liniowy mozna rozwiazaé efektywnie,
a jezeli okaze sig, ze rozwiazania nie ma, to zawsze mozna podac certyfikat
niespelnialnodci (ang. infeasibility certificate), analogiczny do naszej tabeli
wspétezynnikéw y;;. Czytelnikom zainteresowanym tym Olbrzymim (przez
duze O) dzialem optymalizacji proponuje wpisanie wymienionych tu hasel

w wyszukiwarce.

Reasumujac:

dowdd nieistnienia parkietazu przez kolorowanie/numerowanie i inne sprytne
niezmienniki
to nic innego, jak
certyfikat niespelnialnosci dla liniowej relaksacji catkowitoliczbowego modelu
parkietowania.

Pod adresem [2] mozna znalezé kod Zrédlowy wraz z komentarzami, pozwalajacy
wlasnorecznie eksperymentowaé z parkietazami przy uzyciu ogélnodostepnych
pakietéw do modelowania i programowania liniowego/caltkowitoliczbowego.
Mozna tam znalez¢ rozwiagzanie zadania o planszy 15 x 15 ze wstepu.
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