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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 672, 673
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

672. Na poziomej powierzchni stoi cienka obrecz o promieniu R. Mija ja ze stala
predkoscia v taka sama obrecz (rys. 1). Obrecze przylegaja do siebie. Znalezé
zaleznos¢ predkosci gérnego punktu ,,przecigcia” obreczy od odlegltosci miedzy
ich érodkami.

673. W cylindrze zamknietym tlokiem znajduje sie w stanie rownowagi n moli
jednoatomowego gazu doskonaltego. Ttok moze przemieszczaé sie w cylindrze bez
tarcia, cylinder i tlok sa izolowane cieplnie od otoczenia. Cidnienie zewnetrzne
wynosi p1, temperatura gazu w cylindrze T7. W pewnej chwili ci$nienie
zewnetrzne wzrasta skokowo do wartosci p2, a po ustaleniu si¢ stanu rownowagi
spada skokowo do pierwotnej wartosci. Znalezé i porownaé temperatury gazu

w skrajnych stanach réwnowagi.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

664. Jednorodny klocek o masie M i dlugosci | zaczyna poruszaé sie w d6t po nachylonej
plaszczyznie tworzacej z poziomem kat «. Poczatkowy odcinek o dlugosci | nachylonej ptaszczyzny
wypelniaja blisko siebie potozone rurki o masach m i promieniach r < [, ktére moga obracacé sie
bez tarcia (rys. 2). Znalezé¢ zalezno$¢ przyspieszenia klocka od jego przesuniecia wzdluz plaszczyzny.
Klocek nie §lizga sie po rurkach.

665. Réwnomiernie naladowang na powierzchni cienka plytke z dielektryka w ksztalcie
réwnoramiennego tréjkata prostokatnego ztozono na pél. Wykonana zostala przy tym praca
W przeciw sitom pola elektrycznego. Jaka prace trzeba wykonaé, zeby ponownie zlozy¢ na pét
otrzymany tréjkat?

664. Réwnanie ruchu klocka, gdy jego przesuniecie wzdtuz plaszczyzny wynosi z, ma
posta¢ Ma(x) = Mgsina —nT(z), gdzie n = l;—f jest liczba rurek stykajacych sie

z klockiem, T'(z) oznacza sile tarcia miedzy rurka a klockiem. Ruch obrotowy rurki
opisuje réwnanie mr? - @ = T(x)r, stad T(x) = ma(x). Szukane przyspieszenie dane
jest wzorem

Mgsina g0 0 <1,
a(z) = ¢ M+m3=
gsin q, dla z > [.

665. Niech @ oznacza tadunek ptytki, Si jej powierzchnie, Wi energie ptytki, czyli
sume energii oddziatywania tadunkéw na poszczegdlnych elementach dielektryka. Na
rysunku 3 przedstawiono dwa male elementy ptytki o powierzchniach AS, odleglte od

siebie o ;. Ladunek kazdego elementu wynosi ¢ = QS—AIS, ich energia oddzialywania

ij ~ %. Po zlozeniu tadunek plytki pozostaje niezmieniony, jej powierzchnia
So = %, elementy odpowiadajace poprzednio rozwazanym maja powierzchnie %, a ich
odlegto$é wynosi ro = % (rys. 4). Energia oddzialywania tych elementéw Wi,j =V2W;;.
Calkowita energia ztozonego dielektryka wynosi Wa =+/2 Wi. Praca wykonana przy
sktadaniu dana jest wzorem W = Wy — Wi = (/2 — 1)W1. Po kolejnym ztozeniu
wykonana praca wynosi W, = W3 — Wa, gdzie energia podwdjnie zlozonego dielektryka
W3 =v/2W5. Szukana praca dana jest wzorem:

(W = (V2 - 1)Wa = (V2 — 1)V2W; = V2W.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej

Klubu 44F
po zakonczeniu

roku szkolnego 2017/18 (po 661 zadaniach)

Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Jan Zambrzycki
Aleksander Surma
Michatl Kozlik
Jerzy Witkowski
Pawetl Perkowski
Tomasz Wietecha
Jacek Grela
Mateusz Kapusta
Dawid Zapolski
Andrzej Nowogrodzki
Jedrzej Biedrzycki
Stawomir Bué
Gerard Jachimowicz
Pawel Kubit

Piotr Bielak

Marek Sulczewski

®

'

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 2019

1-41,20
39,04
29,80
28,77

3-28,70

1-23,13

4-20,28

4-19,20

3-16,83

2-14,81

13-14,79
13,91
11,49
10,27

3-9,78
9,13
5,45
5,10
4,99
1,77
0,44

* % %

Po raz pierwszy, odkad redaguje Klub 44F, zdarzyto sie, ze zadanie osiagneto
wspoélczynnik trudnosci WT' = 4. Mowa o zadaniu 661 z czerwcowego numeru, gdzie
nalezalo odpowiedzie¢ na pytanie, po jakim czasie ni¢ nawinigta na walec — po nadaniu
predkosci prostopadtej do nici ciezarkowi na jej konicu — ponownie nawinie si¢ na walec.
Moze wplyw na to miaty letnie upaty, chociaz drugie zadanie z czerwca na temat
aberracji sferycznej soczewki mialo z kolei najnizszy wspoélczynnik trudnosci WT = 1,6.
Czes¢ uczestnikéw tej serii ograniczyta sie do rozwigzania tylko jednego zadania, inni
nadestali rozwiazania niepoprawne. W szczegoélnosci nietrafny byl pomyst, ze kulka
porusza sie po spirali Archimedesa, ktora jest ztozeniem ruchu po prostej i obrotu po
okregu o nieruchomym srodku. W naszym zadaniu srodek okregu przemieszczal sig¢
wzdluz obwodu walca. Nalezato réwniez uwzglednié fakt, ze po catkowitym odwinieciu
nici kulka zatacza pétokrag o promieniu réwnym diugosci nici i dopiero wtedy zaczyna
nawijaé si¢ na walec.

Wydaje sie, ze uczestnicy klubu coraz wiecej energii poswiecajg na préby znalezienia
rozwigzan w réznych zrédlach, co chyba nie jest korzystna tendencja, bo to przeciez
ma by¢ zabawa.

W zadaniu 659 (WT = 3,1) pytaliémy o site, z jaka kwadratowa jednorodnie
naladowana cienka plytka dziala na punktowy ladunek. Ladunek umieszczony zostat
nad $rodkiem plytki w odlegtosci réwnej potowie krawedzi ptytki, czyli w $rodku
szescianu, ktérego jedna ze $cian byla plytka. Pozwalalo to latwo obliczy¢ strumien
pola elektrycznego przez powierzchnie¢ ptytki i sile, jaka tadunek dziata na ptytke.
Wszystkie nadestane rozwigzania polegaly na sumowaniu wktadéw do wypadkowej
sity od poszczegdlnych fragmentéw plytki, co wymagalo wyszukiwania w tablicach
odpowiednich calek, i oczywiscie takie znecanie si¢ nie byto moim zamiarem. Poprawny
wynik otrzymali Mateusz Kapusta i Tomasz Wietecha. Niektore rozwiazania
polegaty na podziale ptytki na réwnolegte cienkie prety i sumowaniu wktadéw. Niestety,
pole elektryczne od preta liczone byto z prawa Gaussa, jakby pret mial nieskonczong
dtugosé, podczas gdy odlegtoéé tadunku byta poréwnywalna z dtugoscia preta.

Drugie pod wzgledem stopnia trudnosci okazalo sie zadanie 647 (WT = 3,95), gdzie
nalezato znalezé gestosé tadunku wewnatrz walca obracajacego sie ze stala predkoscia
katowa w jednorodnym, prostopadtym do walca polu magnetycznym. Trzeba tu byto
wyznaczy¢ pole elektryczne w plytce, korzystajac z warunku réwnowagi sit dziatajacych
na swobodny elektron, a nastepnie z prawa Gaussa wyznaczy¢ gesto$é¢ tadunku.

Trudne okazalo sie réwniez zadanie 650 (WT = 3,74), gdzie zadne z proponowanych
rozwigzan nie uzyskalo oceny wyzszej niz 0,2. Polegalo ono na znalezieniu czasu, po
ktérym jeden relatywistyczny pojazd dogoni drugi, z punktu widzenia kosmonauty
znajdujacego sie w jednym z pojazdéw. W rozwigzaniu przedstawionym w majowej
Delcie btednie zapisany zostal niestety wzér na relatywistyczna predkosé wzgledna —
z pierwiastkiem w mianowniku!

Pozostate zadania zostaly rozwigzane bezbtednie przez co najmniej jedng osobe.

Za zadanie 652 (WT = 2,8 — przyspieszenie metalowej okraglej plytki spadajacej

w réwnoleglym do powierzchni Ziemi polu magnetycznym) maksymalng ocene
otrzymal Dawid Zapolski, za zadanie 653 (WT = 2,86 — parcie na dno w obracajacym
si¢ naczyniu z woda) Tomasz Wietecha. Pan Tomasz rozwiazal bezbtednie
czternadcie zadan, Jan Zambrzycki siedem, Mateusz Kapusta, ktory niedawno
rozpoczal przysylac¢ swoje rozwiazania, trzy.

Wszystkim, ktérzy przystali w tym roku rozwigzania zadan, serdecznie dziekuje.

Zadania z matematyki nr 775, 776

Redaguje Marcin E. KUCZMA

775. Znalez¢ wszystkie czworki liczb nieujemnych a, b, ¢, d, ktore jednoczednie

spelniaja nieréwnosci
a+b>c+d,

ab+cd = (a+b)(c+d), (a+b)ed > ablc+d).

776. SzeScian o krawedzi dtugosci k przecinamy plaszczyzng 7, potozong

w odleglosci d od Srodka szeScianu. Jaka jest maksymalna wartosé¢ d, przy ktorej
plaszczyzna m moze mieé z kazda Sciana szeScianu co najmniej jeden punkt
wspélny?

Zadanie 776 zaproponowal pan Adam Woryna.

18



Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2017/18

Franciszek S. Sikorski — 1-39,86
Piotr Kumor — 13-39,63
Marcin Malogrosz - 2-38,00
Krzysztof Maziarz 37,45
Andrzej Kurach - 36,52
Krzysztof Kaminski - 2-35,75
Pawel Kubit - 6-35,69
Pawel Najman - 7-34,02
Witold Bednarek - 7-32,46
Michatl Kozlik — 32,23
Marek Spychata - 227,55
Barttomiej Pawlik - 27,51

Jerzy Cisto - 13-27,41

Michal Adamaszek - 3-27,36
Janusz Wojtal - 25,24
Jakub Wegrecki - 24,54
Zbigniew Skalik - 3-23,90
Janusz Fiett - 2-23,56
Szymon Kitowski - 23,49
Piotr Lipinski - 1-21,84
Jedrzej Biedrzycki - 19,85
Stanistaw Bednarek — 2-19,37
Kacper Morawski 17,91
Marcin Kasperski -  4-15,33
Mikotaj Pater - 14,83
Marek Prauza - 4-13,69

Legenda (przykladowo): stan konta
7-32,46 oznacza, ze uczestnik juz
siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma 32,46
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2016, 2017
lub 2018.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (13), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (19),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cislo (13), W. Bednarek (7),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik,

A. Dzedzej, M. Miodek

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Rozwigzania zadan z numeru 10/2018

Przypominamy tresé¢ zadan:

767. Kwadrat o boku dlugosci n, bedacej liczbg naturalna, zostal podzielony prostymi poziomymi

i pionowymi na n? kwadracikéw jednostkowych. Powstala siatka utworzona z 2n(n + 1) odcinkéw
jednostkowych (bokéw tych kwadracikéw). Uzywajac czterech barw, nalezy te odcinki pokolorowaé
(kazdy odcinek jednym kolorem) tak, zeby kazdy kwadracik jednostkowy mial boki réznych koloréw
oraz by kazdy bok duzego kwadratu uzyskal jednolity kolor — ale kazdy inny. Dla jakich liczb
naturalnych n > 1 jest to wykonalne?

768. Znalez¢ wszystkie tréjki liczb naturalnych k, m,x > 1 spelniajace réwnanie
1+az+a’+...+2" = 1+x)™.

767. Przez linie bedziemy rozumieli odcinki taczace przeciwlegle boki zadanego
kwadratu ABCD, prostopadle do nich i przebiegajace przez punkty kratowe.
Gdy dlugosé boku jest liczba nieparzysta, zadane pokolorowanie da sie
banalnie wykonaé¢: malujemy kazda linie (w caloéci) pojedynczym kolorem; linie
réwnoleglte do AB naprzemiennie, dwoma kolorami; linie réwnolegte do AD tez
naprzemiennie, dwoma pozostatymi kolorami.

Gdy dtugosé boku jest liczbg parzysta — pokolorowanie, o jakim mowa, tez jest
wykonalne. Niech ABCD bedzie, jak poprzednio, kwadratem o boku dtugosci
nieparzystej, z pokolorowaniem opisanym powyzej. Przedtuzamy jego boki

AB i AD, kazdy o jednostke, otrzymujac odcinki AB’ i AD’. Niech punkt C’
dopelnia kwadrat AB’C’D’. Poprzednie pokolorowanie odcinkéw AB i AD
przedluzamy na cale linie AB’ i AD’. Bok B'C’ malujemy kolorem odcinka DC;
bok D’C’ malujemy kolorem odcinka BC.

W niewypuklym szesciokacie BB’'C’ D' DC' spos6b malowania odcinkéw
jednostkowych, réwnolegltych do BB’, jest juz wymuszony przez postawione
warunki — zaczynamy od BB’ (ktéry juz ma kolor) i malujemy kolejne
rownolegle odcinki, koniczac na tym, ktéry ma jeden koniec w punkcie C.
Podobnie postepujemy z odcinkami jednostkowymi, réwnolegtymi do DD’.
Dzigki zalozeniu o nieparzystosci dtugosci BC' i DC', kwadracik o wierzchotkach
C i C' bedzie mial brzeg czterobarwny.

768. Wykazemy, ze réwnanie nie ma rozwigzan, w ktérych k > 1 oraz « > 1.
7 tozsamosci

l4z+...+2" =@+ DA +2%+2* +... + 2272 422"
wynika spostrzezenie:
(1) dla z,n €N liczby 1+x+...+2°" oraz x+ 1 sa wzglednie pierwsze.
Stad wniosek, ze rozwazane réwnanie nie moze by¢ spetnione, gdy k jest liczba
parzysta.
Gdy k jest liczba nieparzysta postaci 4n+1 (n > 1, bo rozwazamy k > 2),
zapisujemy lews strone réwnania jako iloczyn (14 x + ...+ 22") (21 +1).
Prawa strona réwnania, réwna (z + 1)™, musialaby sie dzieli¢ przez
(1+2z+...+2%"), co nie jest mozliwe, znéw w my$l uwagi (1).

Gdy natomiast k = 4n — 1, mnozymy réwnanie stronami przez (x — 1),
otrzymujac

2) 4 1= (z—1)(z+1)™

Lewa strona dzieli si¢ przez z* — 1, wiec i przez x2 + 1. Liczba z nie

moze byé parzysta, bo wéwczas liczba 22 + 1 bylaby wzglednie pierwsza

z oboma czynnikami prawej strony (2). Niech wiec x = 2t + 1. Skoro

lewa (wigc i prawa) strona (2) dzieli si¢ przez x? + 1, mozemy napisaé
(x—1)(z+1)™m=A-(22+1) (A€N). Po podstawieniu z = 2t + 1 wychodzi
(3) 2t 4+ 1) = A- (262 + 2t +1)

— sprzeczno$é, bo liczba w nawiasie po prawej stronie (3) jest wzglednie pierwsza
z kazdym z czynnikéw lewej strony (3).

Pozostaja sytuacje trywialne, gdy k lub = réowna si¢ 1. Jesli k =1, to m = 1, zas
z € N moze byé dowolne. A gdy x = 1, réwnanie méwi jedynie, ze k = 2™ — 1.
Tak wiec wszystkimi rozwiazaniami réwnania sa tréjki (k, m, z) postaci (1,1, z)
lub (2m—1,m,1) (m,z € N).
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Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, J. Fiett,

Z. Galias, L. Garncarek, J. Garnek,

A. Idzik, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

M. Malogrosz, J. Malopolski, J. Mikuta,
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,
M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. Jézwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latatla, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobi$, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Lacznie 27 nazwisk(!).

Oto doroczne oméwienie wybranych zadan. Alternatywne ciekawe rozwiazania
oczywidcie byty, cho¢ moze nie w takiej obfitoéci, jak zazwyczaj. Przykuwaja
natomiast uwage obszerne, bardzo fachowe komentarze do réznych zadan oraz
niebanalne uogélnienia. W obrebie miejsca, jakim dysponujemy, nie sposéb
przedstawi¢ wszystkich szczegdlow przeprowadzonych rozumowan i rachunkéw.
Ich uzupelnienie moze by¢ atrakcyjnym wyzwaniem dla Czytelnikéw, ktorych
omawiane zagadnienia na serio zainteresuja. Przypominamy znaczenie skrotow
— wspdblezynnik trudnosci: WT liczba poprawnych rozwiazan: LPR.

* % %

Zadanie 746. [k € N = Jciag rosnacy (an): an €N; Vit, ... im: asy + ...+ aip,
nie jest k-tg potega; ciagg (a}/n) ograniczony] (WT'=1,75; LPR=9). Podawano
rézne przyktady. W kilku pracach powtérzy? sie przyktad: a, = 2"3" " (dwéjke
i tréjke mozna zastapi¢ inng para liczb pierwszych). Piotr Kumor zwrécit
uwage, ze wzor dziata dla kazdego k i ze mozna go znalezé np. w ksiazce

T. Andreescu, G. Dospinescu, Problems from the Book, z adnotacja, ze juz
znacznie wczesniej zamiescil go Kwant. Zwrécil tez uwage na prace: A. Dubickas,
P. Sarka, Infinite sets of integers whose distinct elements do not sum to a power,
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL9/Dubickas/dubickasil.pdf,
zawierajaca obszerna dyskusje pokrewnych zagadnien.

Zadanie 748. [Czy istnieje macierz 8 X 8 o wyrazach 0,41, sumy wierszy i sumy kolumn
wszystkie rézne? a macierz 14 x 14 7] (WT=1,64; LPR=11). Macierze n X n o tej
wlasnosci istnieja dla kazdego n parzystego (rézne konstrukcje, niewiele odbiegajace od
firmowej). Dla nieparzystych n takich macierzy nie ma; Janusz Olszewski podat
dowdd, weale nie skomplikowany; proponujemy go Czytelnikom jako interesujace
rozszerzenie zadania.

Zadanie 749. [AABC; okrag wpisany
($rodek I) styczny do AB, AC

w punktach S,T: P € AC; IP||ST;

Q =STNBP = QC|AB] (WT=3,05;
LPR=T). T. Choczewski, B. Kubicki,
M. Malogrosz — firmowo. Janusz
Olszewski, jak zwykle, dat kilka rozwigzan
(trzy: z uzyciem biegunowych, z uzyciem
tw. Pascala oraz rachunkowo). Rozwiazania
rachunkowe znalezli tez Z. Skalik,

Rozwigzanie zadania F 970.
Poszukujemy wartosci sily Sciskajacej

(w przypadku wzrostu temperatury) lub
rozciagajacej szyne (w przypadku spadku
temperatury) o odcinek réwny zmianie jej
dlugosci wywolanej zmiang temperatury
otoczenia. Mamy wigc:

LF
BLAT = —,
/ vs’
a wiec
F = BY SAT.

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy F = 3,84 - 10° N. Z powodu
wielkiej wartosci tej sity, koniec szyny byt
unieruchamiany w kierunkach
prostopadlych do jej diugosci,

a pozostawiona niewielka szczelina
miedzy jej ,sasiadkami” dopuszczata
zmiany dlugosci.

T. Wietecha.

Odmienne rozwiazanie przedstawil Jakub Wegrecki: niech D = BI N ST,

R = PIN AB; punkt I jest srodkiem odcinka RP, wiec D jest srodkiem odcinka SQ.
Budujemy réwnolegtobok SBQE (o $rodku symetrii D); punkty I,C, D, T lezg na
jednym okregu (bo |« BIC| = |%xCTS)|), wiec skoro IT L CT, zatem BD 1 CD; wobec
tego tréjkaty CDB i CDE sa przystajace i z réwnosci |XCED| = |xCBD| = |xDBA|
wynika, ze EC||AB; i gotowe, bo EQ||AB.

Zadanie 751. [Siatka n? tréjkacikéw jednostkowych tworzacych tréjkat o boku n;
wezly siatki ponumerowane; d = liczba tréjkacikéw o wierzchotkach i < j < k, w tej
kolejnosci tworzacych tréjke zorientowana dodatnio; mind, maxd =7 (WT=3,77;
LPR=1 (27)). Najtrudniejsze zadanie w omawianym sezonie. Rozwigzanie firmowe
polegato na wyréznieniu ,lewej” strony kazdego odcinka skierowanego (przez
numeracje) i zliczaniu obszaréw (tréjkacikéw lub ,oceanu”), do ktérych przylegaja
wyrdznione strony odcinkéw. Ta metoda zrobil to zadanie Janusz Olszewski
(bezblednie) oraz (w zasadzie, jednak nie dopracowujac czesci rachunkowej) Pawel
Kubit. Jeszcze trzech autoréw uzyskato dobre wyniki, jednak podajac uzasadnienia,
ktore mozna uznaé raczej za agitacje niz dowody.

Zadanie 753. [D € AABC; E=ADNBC; F=BDNAC; |AE|+ |AF|=|BE|+ |BF)

= |AC|+ |AD| = |BC| + |BD|] (WT=3,24; LPR=5). I znéw: Janusz Olszewski,
jako jedyny, znalazl rozwiazanie firmowe. Szymon Kitowski takze podat perfekcyjne
rozwiazanie, operujac bardziej zaawansowanym aparatem (wlasnosci elips; izogonalnosé
— nie przytaczamy tego rozumowania z uwagi na znacznie wigksza prostote rozwigzania
firmowego). Rozwiazania rachunkowe: M. Malogrosz, T. Wietecha, Z. Skalik.
Jeszcze jedna praca zawierata kserokopie (bez podania Zrédla) tresci zadania wraz

ze wskazéwkq do rozwiagzania firmowego — jednak bez dowodu.
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Zadanie 755. [Wielomian P: P+ P"” > 2P’ = P > (]
(WT=1,91; LPR=15). Duzo dobrych rozwiagzarn. Piotr
Kumor zauwazytl, ze — ogdlnie — jesli f: R — R jest dowolng,
(niekoniecznie rézniczkowalna) funkcja o tej wlasnosci, ze
funkcja g(z) = e " f(x) jest wypukla oraz ma skoriczona,
nieujemng granice przy x — oo, wéwczas g przyjmuje

tylko warto$ci nieujemne; wiec f tez. Jesli ponadto f jest
dwukrotnie rézniczkowalna oraz f + f” > 2f', wéwczas
wypuklosé funkcji g jest automatyczna (banalny rachunek);
to, ze rozwazana w zadaniu funkcja jest wielomianem,

nie ma znaczenia (podobna uwaga opatrzyl swoja prace
M. Kasperski).

Zadanie 758. [Okregi o promieniach 71,72, r3, parami
styczne zewnetrznie oraz styczne wewnetrznie do okregu

o promieniu R = Y ;i +2V)_ rir; < 3R] (WT=3,40;
LPR=2). Zadanie zaproponowal pan Witold Bednarek,
wraz z rozwigzaniem, ktore zostalo wydrukowane jako
firmowe. Niebanalnym pomystem bylo w nim wprowadzenie
srodka ciezkosci trdjkata utworzonego przez srodki trzech
mniejszych okregdw.

Janusz Olszewski podal dowdd, z ktorego wynotujemy dwa
kluczowe lematy: dla dowolnych liczb x,y, z, u,v,w = 0:

(1) y+2ut+(z+z)v+ (z+y)w>

> 2\/xy+yz+z:c\/uv+vw+wu;

dla dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz tréjkata ABC
(o bokach a, b, ¢) w odleglosciach a’,b’, ¢ od A, B, C mamy
przy oznaczeniach a’/a = u, b’ /b= v, ¢/ /c = w:

2

Nier6wnos$é (1) zostawimy jako ciekawe éwiczenie.
Nieréwno$é (2) zostata uzyskana pomyslowym rachunkiem na

ko sl # (1~ PA + v~ P + -1 FC)’
wektorach jako wniosek z (u PA+v "PB+w P ) > 0.
Teza zadania wychodzi, gdy A, B, C to srodki mniejszych
okregéw, P — érodek duzego okregu, i gdy w (1) przyjmiemy
u, v, w z nieréwnosci (2) oraz x =11 =s—a, y=ro =s— b,
z=r3=58—c¢, gdzie2s =a+ b+ c.

uv + vw +wu > 1.

Piotr Kumor uzyskat rezultat nieco mocniejszy, korzystajac
ze wzoru Kartezjusza:
2
— Rfl)

2(R*2 + Zrﬁ) = (Z it

(zachodzacego przy konfiguracji z zadania); wykazal bowiem,
ze jesli czworka liczb dodatnich 71,72, r3, R spelnia (3), to

(4) > i< (6V3-9)R

3)

(szacowania i rachunki nie byly proste); ostatnia nieréwnosé

implikuje teze zadania, bo V) rir; < (Z rz)/\/g

7Z omawianej pracy dowiedzieliSmy sie wielu ciekawych
rzeczy: gdyby przez R oznaczy¢ promien malego okregu,
stycznego zewnetrznie do okregédw o promieniach r;,

wzor (3) zachowalby stuszno$é po zamianie minusa na plus;
czworka okregéw (w jednej lub drugiej z tych konfiguracji)
przyjela sie pod nazwa Soddy circles; za$ cale zagadnienie
doczekalo si¢ ogromnej literatury, réwniez z uogdlnieniami
na wyzsze wymiary (prosze wstukaé Soddy circles do
wyszukiwarki. .. ). Jednak w calej tej obfitosci nie tak
tatwo znalezé dowdd wzoru (3) — tymczasem nie trzeba
szukaé¢ daleko: pan Kumor wskazal artykut Michata Kiezy
Czwarty okrgg w ASy, z dowodem dla ,matego” okregu
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(wzér (3) z plusem); wariant dla ,,duzego” nietrudno wtedy
wyprowadzié, stosujac inwersje.

Zadanie 759. [Punkty skupienia ciagu (z,)? zo € (3/2,2);
Tni1 = 227°"] (WT=2,86; LPR=T7 (9?)). Wszystkie
rozwigzania podobne do firmowego (analiza funkcji f o f,
gdzie f(x) = 227°): M. Adamaszek, J. Olszewski,

T. Wietecha, M. Malogrosz, Z. Skalik, W. Bednarek,
M. Kasperski (prace trzech uczestnikéw, wymienionych

w pierwszej kolejnosci, wolne od jakichkolwiek usterek;

w innych — pomyteczki lub drobne luki); i jeszcze dwie prace
z wiekszymi lukami, jednak zawierajace istote rozumowania.

Zadanie 760. [Istnieje nieskoniczenie wiele z € R™:

2?2 4272 e N; /3 4 ¢71/3 e N (WT=1,46; LPR=18).
Uogdlnienie (P. Kumor): dla kazdego n € N istnieje
nieskoniczenie wiele liczb © > 0 takich, ze /" + 27 /" € N
dla r =1,...,n; dobre sa np. wszystkie liczby postaci

T = ((k +Vk? — 4)/2)'7M, gdzie M =nwd(1,...,n), za$
j,k € N (k> 1) zmieniaja sie¢ dowolnie.

Zadanie 762. [n € N, n > 2; jedli liczba 2™ — 1 jest
bezkwadratowa, to nwd(n,2"—1) = 1, ale nie na odwrét]
(WT=2,08; LPR=8). Implikacja w podang strone nie

byta trudna; wszystkie dowody podobne do firmowego.

W druga strone potrzebny byl kontrprzyktad. Ten firmowy
(n = 364, 2"—1 podzielne przez 1093?) opatrzony byt
sugestia postuzenia sie¢ komputerem. Czy byto to niezbedne?
Jasne, ze nie (demagogia); wystarczyto ,zgadnaé¢” (przez
objawienie?); a sprawdzenie zadanej wlasnosci dato sie juz
wykonaé¢ na papierze (cho¢ na maszynce latwiej).

Jak wielokrotnie bywalo, Piotr Kumor sypnat ciekawymi
informacjami. Tu kluczows role graja liczby pierwsze p, dla
ktérych 2P~1 — 1 dzieli sie przez p?; sa to tzw. liczby pierwsze
Wiefericha; oznaczmy ich zbiér przez W. Gdy juz mamy
liczbe p € W, sensowne jest szukanie n (o zadanej wlasnosci)
w postaci podwielokrotnosci lub wielokrotnosci liczby p — 1.
Cho¢ mocna jest hipoteza, ze zbiér W jest nieskoriczony,
obecnie (lato 2018) znane sa dwa jego elementy: 1093 oraz
3511 — to chyba najkrétszy ciag w OEIS (A001220); tam,

a takze w wielu innych miejscach, mozna znalez¢ rézne
wiadomosci o zwiazkach zbioru W z innymi zagadnieniami
arytmetyki (google: Wieferich primes).

Janusz Olszewski pokazal (nie uzywajac oznaczenia W),
ze omawiana ,implikacja odwrotna” zachodzi dla
wszystkich liczb n o wlasnodci: [Vp € W: 2" #Z 1 (mod p?)].
Woéwezas bowiem jedli liczba 2™ — 1 dzieli sie przez p?

dla pewnej liczby pierwszej p (zatem p ¢ W), bierzemy
najmniejszy wyktadnik 8, dla ktérego p? | 2° — 1 (wiec

d | n); z twierdzenia Eulera wynika, ze p? | 2P(P~1) — 1;
zatem § | p(p — 1), wiec albo § | p— 1, albo p | §. Pierwsza
mozliwoéé pociaga podzielnoéé liczby 2P~ — 1 przez

2% — 1, wiec i przez p? (whrew zalozeniu p ¢ W); druga
mozliwoéé daje podzielnoéé p | n; i koniec, bo p® | 2" — 1,
wigc nwd(n,2"—1) > p.

Pozostale kompletne prace: M. Adamaszek, J. Cislo,
M. Kasperski, A. Kurach, M. Miodek, K. Morawski.

Zadanie 764. [Przyktad: a,b € N, nwd(a,b) =1; z1 =a,
Tn41 = b+ 21 ... xn; wszystkie z, zlozone] (WT=1,00;
LPR=10). Rozwigzania firmowe (z b = 4); tylko

M. Matlogrosz inaczej: a = 63, b = 2; wtedy x, = & + 1,
gdzie ¢, = 2271_1; sprawdzié¢ tatwo; ale jak na co$ takiego
wpasé?. ..



