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Calkowita dyskrecja
Barttomiej BZDEGA

W $wiecie liczb rzeczywistych z nieréwnoscia a < b niewiele da sie

zrobi¢, natomiast jesli a i b sa liczbami calkowitymi, to mozemy ja
wzmocni¢: a + 1 < b. W zadaniach 1, 2 i 3 korzystamy z tej wlasnosci liczb
catkowitych.

Nie jest to obserwacja szczegdlnie glteboka, ale warto$ciowa dzigki swym
licznym zastosowaniom, przeformulowaniom i uogélnieniom. Mozemy,

dla przyktadu, powiedzie¢, ze pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami
calkowitymi nie ma zadnej innej liczby catkowitej, a pomiedzy kwadratami
liczb naturalnych nie ma zadnych kwadratéw liczb naturalnych;
analogicznie dla liczb pierwszych czy wielokrotnosci ustalonej liczby

— w ogdlnosci dla dowolnego ciagu rosnacego. Takie spostrzezenia sa

uzyteczne w zadaniach 4, 51 6.

Mozna stosowaé jeszcze nieco inne podejscie: w kazdym ograniczonym
przedziale znajduje si¢ tylko skoniczenie wiele liczb catkowitych. Jezeli wigc
uda sie jaka$ niewiadomg z zadania oszacowaé z gory i z dotu, to mozemy
uwzgledni¢ wszystkie jej mozliwe wartosci, rozpatrujac kilka przypadkéw.
Takie postepowanie stosujemy w zadaniach 7 i 8.

Uzyteczny bywa rowniez nastepujacy wniosek: jesli w pewnym zbiorze
znajdziemy n réznych liczb naturalnych, to co najmniej jedna z nich jest
wieksza lub réwna n. Ten motyw wystepuje w zadaniach 9 i 10.

Zadania. (Uwaga. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.)

1. Udowodnié¢, ze nie istniejg liczby naturalne a, b i ¢, ktdére spelniatyby
réwnosé a® 4 b = c°.

2. Wykazaé, bez powolywania sie na Wielkie Twierdzenie Fermata, ze
jesli liczby naturalne a, b, ¢ oraz n > 2 spelniaja réwnosé a™ + b" = ",
to a,b,c > n.

3. Ciag (ay) liczb naturalnych spelia warunki as, = 3a, — 11 agp41 =
= 3a, + 1 dla wszystkich naturalnych n. Dowie$é, Ze jest to ciag rosnacy.

4. Dowiesé, ze sume¢ dwdch kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 2
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu trzech liczb naturalnych wiekszych
od 1.

5. Liczby a i b sa naturalne. Dowies¢, ze istnieje taka liczba naturalna n,
dla ktorej a - 2" + b nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

6. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony, rosnacy ciag liczb naturalnych
(an), ktéry spelnia warunki: a,, | a1 +as + ...+ a,—1 oraz

an < a1+ ag+ ...+ a,_1 dla wszystkich n > 4.

7. Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi podzielnosé

1+2n+4n | 1+2n+1+4n+1?

8. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych (a,b), dla ktérych liczby
a® + 6ab+ 11 b3 + 6ab + 1 sy szeScianami liczb naturalnych.

9. Niech ay,as,...,a, beda liczbami naturalnymi. Dowiesé, ze
NWW(aq,as,...,a,) = n-min{aj,as,...,an}.

10. Zbiér A stanowi n > 4 liczb naturalnych, przy czym spelniony jest

warunek NWW (a,b) > ¢ dla wszystkich parami réznych a,b,c € A. Dowiesé,
ze suma odwrotnosci elementéw zbioru A jest mniejsza od 2.
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