Rys. 1. Woda ptynie wzdluz czarnych
linii.
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Rys. 2

Moze by¢ to zaskakujace, ale wiele
probleméw matematycznych latwiej
opisuje si¢ w przypadku nieskoriczonym.
Takze dla perkolacji latwiej jest je
analizowa¢ na nieskoriczonym grafie.

0 < pe < 1 dla dowolnej kraty Z%,d > 2.
Dla matlych p zbiory krawedzi otwartych
sg skonczone, a dla p bliskich 1 istnieje
(jeden) zbiér nieskonczony.

Istotnie, w pierwszym kroku mozemy
wyj$é w 4 kierunkach. Nastepnie

w kazdym kroku mamy do wyboru trzy
kierunki dalszego podazania (cofanie nie
wydluza $ciezki).

W przypadku p = 1/3 to rozumowanie
daje trywialne szacowanie 4/3 na szansg
polaczenia drodka z brzegiem. Symulacja
komputerowa pokazuje, ze dlan =7
szansa ta wynosi okoto 8% (przykladowy
rezultat takiej symulacji pokazany jest na
pierwszym rysunku).
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Perkolacje
Piotr MIEOS*

Wyobrazmy sobie porowaty material, moze to by¢ gleba, a moze to by¢ ... ubita
kawa w kawiarce. Czy przez ten material mozna przesaczy¢ wode? Intuicyjnie
wiemy, ze jest to mozliwe w przypadku kawy, ale juz w przypadku gleby

zalezy od jej rodzaju, a doktadniej — od struktury ,poréw wolnej przestrzeni”.
W roku 1957 matematycy angielscy, Simon Broadbent i John Hammersley,
zaproponowali probabilistyczny model opisujacy materialy porowate. Pomimo
prostoty definicji model ten (zwany perkolacjami) okazal si¢ fascynujacym
tematem badan. Wspomnijmy, ze, miedzy innymi, za wyniki dotyczace perkolacji
Stanistaw Smirnow zostal nagrodzony w 2010 roku najwyzszym matematycznym
wyroéznieniem, Medalem Fieldsa.

Czym jest perkolacja? Wyobrazmy sobie strone zeszytu w kratke. Kazda

jej krawedz moze by¢ otwarta (,,przepuszczajaca wode”) lub zamknieta
(,nieprzepuszczajaca wody”). O otwarciu krawedzi decydujemy w sposob losowy,
rzucajac kostka szeScienna. Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym z nich
otwieramy krawedz, gdy na kostce wypadnie 1 lub 2. Rysunek 1 przedstawia
przykladowy rezultat takiego losowego do$wiadczenia — jak widaé, nie istnieje
otwarta $ciezka z gory na dél, ktéra woda mogtaby przeptynaé. W drugim
przypadku otwieramy krawedz, gdy na kostce wypadnie jedna z liczb 1,2, 3, 4.
Intuicyjnie latwo stwierdzié, ze szansa przeptyniecia wody gwaltownie ro$nie,
co ilustruje drugi rysunek. Wspomniani juz Broadbent i Hammersley przekuli
powyzsze intuicje w abstrakcyjny model matematyczny. Rozwazmy nieskoiiczony
graf regularny (moze to by¢ nieskoniczona kartka w kratke, czyli graf Z?). Kazda
z jego krawedzi otwieramy niezaleznie z pewnym prawdopodobienistwem p € (0, 1).
Kluczowe w teorii perkolacji jest pytanie ,,jakie jest prawdopodobienstwo, ze
krawedzie otwarte lacza sie w nieskonczony zbiér?”. Intuicyjnie jest oczywiste,
ze szansa ta zwicksza si¢ wraz ze wzrostem p. Sugeruje to istnienie takiego
prawdopodobienistwa krytycznego p., ze dla p < p. nie ma nieskonczonego
zbioru otwartego (woda nie moze przeplywac), a dla p > p. taki zbiér ma
szanse powstaé. Jednym z pierwszych osiagnieé teorii perkolacji byto pokazanie,
ze prawdopodobienstwo krytyczne dla Z2 jest nietrywialne, mianowicie, ze
0<p.<l1.

Pokazemy teraz szkic argumentu pokazujacego, ze dla Z? mamy p. > 1/3.
Rozwazmy kwadrat na kartce papieru o boku 2n + 1, czyli zbiér
{-n,—n+1,...,n—1,n}% Zastanéwmy sie, czy érodek tego kwadratu jest
polaczony za pomoca krawedzi otwartych z jakims punktem brzegu. Jesli tak,
to istnieje $ciezka o dltugosci n zlozona z krawedzi otwartych, zaczynajaca sie

w (0,0) (np. bedaca czedcia $ciezki otwartej do brzegu). Zauwazmy, ze liczbe
wszystkich éciezek o dtugoéci n mozemy oszacowaé przez 4 - 3"~ 1. Szansa na to, ze
kazda z krawedzi takiej $ciezki jest otwarta, wynosi p" (korzystamy z zalozenia
o niezaleznosci). Jeden z podstawowych wynikéw teorii prawdopodobieristwa
mowi, ze szansa na otwarcie przynajmniej jednej Sciezki jest mniejsza niz suma
prawdopodobienistw otwarcia poszczegélnych $ciezek, co w naszym przypadku
wynosi % - (3p)™. W ostatnim kroku obserwujemy, ze liczba ta jest bardzo
mala, gdy p < 1/3, a n jest duze. W zwiazku z tym latwo uwierzy¢ (a takze
matematycznie wykazad), ze kazdy z polaczonych zbioréw krawedzi otwartych
bedzie wtedy skonczony. Nasze rozwazania pokazuja zatem, ze p. > 1/3.

Podobny, cho¢ trudniejszy, argument pokazuje, ze dla p bliskich jedynki
nieskoniczony zbiér otwarty zawierajacy (0,0) ma szanse powstaé. Zachecamy
Czytelnika do préby uzasadnienia tego faktu. Kluczowa obserwacja jest to, ze
jesli zbidr jest skoriczony, to istnieje ,petla” otaczajaca (0,0), przecinajaca jedynie
zamkniete krawedzie.

Gléwna trudnoscia w analizie perkolacji sa nietrywialne zaleznoéci geometryczne.
Jednoczesnie sa one zrédtem wielu ciekawych fenomendéw sprawiajacych, ze

14



Przyktad perkolacji na plastrze miodu.
‘Woda ptlynie przez pola ciemne.

perkolacje sa interesujacym modelem. W naszej analizie badaliémy ,,oddzielnie”
$ciezki dlugoéci n, tymczasem wiele z nich sie pokrywa. Mimo ze przedstawione
argumenty mozna poprawi¢, uzyskanie wartosci p. wymagalo znacznie bardziej
zaawansowanych metod, ktérych opracowanie trwato 20 lat i zostalo uwiericzone
dowodem Harrego Kestena pokazujacym, ze p. = 1/2.

Uzyskanie dokladnych wartosci prawdopodobienstwa krytycznego dla innych
grafow czesto jest niemozliwe. Zaskakujaco nie przeszkadza to w badaniu
zachowania perkolacji w punkcie krytycznym. Jest to najbardziej aktywne

pole rozwoju teorii (te zagadnienia byly badane przez Smirnowa). Mimo ze
wykazano to $cidle w malej iloéci przypadkdéw, spodziewamy sie, ze zachowanie
w duzej skali w tym punkcie zalezy gléwnie od wymiaru grafu (na przyklad
zachowanie perkolacji na ,kartce w kratke” bedzie podobne jak na ,plastrze
miodu”). Fenomen ten, zwany uniwersalnoscia, jest przedmiotem intensywnych
badan, poprzez swoje zwiazki z innymi dziedzinami matematyki. Zapewne

w najblizszych latach doprowadzi do nowych fascynujacych wynikéw.

Interpretacje teorii kwantéw Jan CHWEDENCZUK*
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Drobne peknigcia fundamentéw mechaniki klasycznej i klasycznej
elektrodynamiki, ktore objawily sie w drugiej potowie XIX wieku, doprowadzity
do niewyobrazalnego przelomu naukowego i technologicznego. Narodzita

sie mechanika kwantowa, a opowie$é o jej sformutowaniu i zaprzegnieciu do
realizacji naszych potrzeb to historia triumfu ludzkiego umystu — narzadu,
ktory pierwotnie stuzyl przede wszystkim do gonienia mamuta. Trudno
wymieni¢ wszystkie korzyéci, jakie na co dzien czerpiemy ze znajomosci tej teorii.
Uktady scalone w kazdym komputerze czy telefonie komérkowym oparte sa na
tranzystorach pétprzewodnikowych, ktérych konstrukcja wymaga znajomosci
kwantowej teorii ciata stalego. Tenze telefon prawdopodobnie umozliwia
komunikacje w ramach systemu GPS, ktéry dziala dzigki precyzyjnej znajomosci
jednostki czasu. Kiedy$ sekunde definiowato sie jako utamek doby ziemskiej,
wspodlcezesna sekunda to 9 192 631 770 okreséw oscylacji elektronu w wyniku
przejécia miedzy dwoma poziomami energetycznymi w atomie cezu 133 [1].

W przyszlodci jednostka czasu oparta bedzie na jeszcze bardziej egzotycznym
zjawisku kwantowym — periodyczny sygnal pochodzi¢ bedzie od przejscia
miedzy dwoma poziomami energetycznymi w samym jadrze atomowym, tym
razem atomu toru 229 [2]. Oscylacje takie wzbudza si¢ laserem, ktéry stanowi
jeszcze jeden przyklad spozytkowania zjawisk kwantowych. Laser znajduje
zastosowanie w medycynie, odtwarzaczach ptyt CD czy w laboratoriach
badawczych. Wszystko wskazuje na to, ze najblizsze lata przyniosa rozkwit
technologii kwantowych, o ile tylko globalny konflikt badz dramatyczne zmiany
klimatyczne nie zahamuja rozwoju cywilizacyjnego. Grafen, fuzja jadrowa, czy
nano-technologie — przyszlos$é rysuje sie kwantowo.

Oprécz zastosowan technologicznych wazny jest filozoficzny aspekt teorii
kwantéw i jej wplyw na nasze rozumienie otaczajacego swiata. W klasycznym
ujeciu czastka (na przyklad elektron albo pitka tenisowa) porusza si¢ po
trajektorii zdeterminowanej przez dzialajace nan sity. Mechanika kwantowa nie
dopuszcza istnienia doktadnie okreslonych trajektorii. W zamian opisuje czastki
za pomocy funkcji falowej, ktéra pozwala na ,,wspdlistnienie” wielu polozen

i pedow naraz. To tak, jakby rysowaé tor czastki na kartce grubym flamastrem,
a nie cienkopisem. Teoria kwantéw okresla, jak gruba jest kreska i po jakiej
krzywej podaza, ale nie dopuszcza, by flamaster byl nieskoniczenie cienki, jak to
ma miejsce w przypadku klasycznym.

Skoro funkcja falowa jest ,rozmyta”, to mozna by przyjaé, ze mechanika
kwantowa przewiduje, ze czastka jest w wielu miejscach naraz. I tu zaczynaja
sie schody — albowiem takie stwierdzenie jest jawnie sprzeczne z wynikami
obserwacji empirycznych. Ilekroé bowiem spojrzymy na obiekt fizyczny, jest
on dobrze zlokalizowany w przestrzeni. Innymi stowy, elektron jest punkcikiem
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