Wigkszo$¢é modeli kosmologicznych,

w tym ACDM, zaklada, ze Wszech$wiat
w odpowiednio duzych skalach jest
jednorodny i izotropowy, dzieki czemu
mozemy przyjaé¢ wiele symetrii i opisywaé
go prosta metryks Friedmana—Lemaitre’a—
—Robertsona—Walkera. Niektérzy
kosmologowie twierdza jednak, zZe jest to
nadmierne uproszczenie i wlasnie to
zalozenie prowadzi do ,artefaktu”, jakim
jest przyspieszajaca ekspansja, pisaliémy
o tym w A%G. ‘W niektérych z modeli
»hiejednorodnych” nie mozna globalnie
zdefiniowaé éredniej krzywizny czy
gestosci, przez co inaczej interpretuje sie
w nich obserwacje np. supernowych (takie
jak zwigzek odleglosci z przesunieciami
ku czerwieni).

w czasie), po zmodyfikowana grawitacje, w ktérej w skrajnych przypadkach A
nie ma w rownaniach w ogdle, jest za to ,piata sita” — dodatkowe oddzialywanie,
w wyniku ktérego grawitacja jest stabsza na bardzo duzych kosmicznych skalach,
co skutkuje przyspieszajaca ekspansja. Niektorzy natomiast twierdza, ze zadna
modyfikacja grawitacji nie jest konieczna, nalezy natomiast zrewidowaé nasz opis
Wszechéwiata jako jednorodnego i izotropowego. Wedlug tego rodzaju modeli
przyspieszanie ekspansji jest pozorne, a to, ze je ,widzimy”, wynika ze zbyt
uproszczonego modelu, w ktérym obserwacje sa interpretowane.

Zarowno modele zmodyfikowanej grawitacji, jak i te zakladajace znaczace
niejednorodnoéci, maja swoje wady, na pewno nie mniejsze niz standardowy
model kosmologiczny, jakim jest ACDM. A poniewaz zadne obserwacje
kosmologiczne nie wskazuja obecnie na znaczne odstepstwa od modelu
standardowego (a w kazdym razie nie widaé, aby jaki$ inny model lepiej je
wyjasnial), brzytwa Ockhama odcina wszystko, co nie jest ACDM. Czy to sie
zmieni w najblizszych latach, gdy nowe, wigksze i glebsze przeglady kosmosu
stang sie rzeczywistoscia? Czy ambitne programy, takie jak Euclid, LSST, JWST
czy SKA, przybliza nas do wyjaénienia zagadki A, czy wrecz przeciwnie?

Jak wyciagnaé v/2 modulo n? Mariusz SKAELBA*
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Niech n bedzie liczba nieparzysta. Pytamy, czy istnieje taka liczba catkowita x,
ze

(1) 2?2 =2 (mod n)?
Jedli ta kongruencja ma rozwiazanie calkowite x, to na pewno istnieje
rozwiazanie 21 € {0,1,...,n — 1}. Wtedy liczba x2 = n — x1 tez jest rozwiazaniem.

Jak jednak rozstrzygnaé, czy kongruencja (1) w ogéle ma rozwiazania?

W przypadku, gdy n = p jest liczba pierwsza, dysponujemy praktycznym
algorytmem, ktéry rozstrzyga, czy kongruencja (1) ma rozwiazanie — oparty
jest on na tzw. kryterium Eulera. Jest ono $cisle zwiazane z malym
twierdzeniem Fermata. To slynne twierdzenie méwi, ze jesli x nie dzieli sig
przez liczbe pierwsza p, to woéwczas
P71 =1 (mod p).
Jedli kongruencja (1) ma rozwiazanie z, to mozemy napisaé
ob = (172)1%1 =2P"! =1 (mod p),
a zatem ostatecznie
(2) 2f =1 (mod p).
Kryterium Eulera stanowi, ze powyzsze rozumowanie mozna odwrocié: jesli
zachodzi kongruencja (2), to kongruencja (1) ma rozwiazanie. Warto w tym
miejscu dodaé, ze potegowanie a* modulo n tatwo wykonaé efektywnie nawet
wtedy, gdy liczby n oraz k sa ogromne! Oto zarys metody. Najpierw zapisujemy
wyktadnik k£ w ukladzie dwéjkowym:
k=2m1 42™2 4 4 2™ gdzie my <mg < --- <my = [logy k] .

Poniewaz

m1 ma my
ab*=a" a2

wiec wystarczy wykona¢ m; kolejnych podnoszen do kwadratu, a na koniec
[ — 1 mnozen — wszystkie operacje wykonujemy modulo n, a wiec na liczbach
mniejszych od n.

Zalézmy teraz, ze liczba 2 przeszla test Eulera. Nasuwa sie teraz pytanie: jak
znalezé x spelniajace kongruencje (1)?

Jedli p =3 (mod 4), to wystarczy przyjaé
=2 (mod p).
Pokazuje to ponizszy rachunek
x252p7+152%1-2152(m0dp)
(na mocy (2)).
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Rozwigzanie zadania F 966.
Zatrzymanie pojazdu nastepuje, gdy
praca wykonana przez sily tarcia réwna
jest poczatkowej energii kinetycznej
pojazdu:

M =mgfs,

gdzie m oznacza mase pojazdu,

g — przyspieszenie ziemskie, a s droge

przebyty do zatrzymania.

a) Gdy predkosé poczatkowa vy jest
wieksza od v, to podczas hamowania
na drodze s energia kinetyczna
zmaleje o wartos¢ odpowiadajaca
predkosci vg i po przebyciu drogi s
pojazd bedzie poruszal si¢
z predkodcig

2 _ .2
v — 3.

Dla v; = 60km/godz. i

vo = 50km/godz., v = 33,17 km/godz.

b) W przypadku mokrej nawierzchni
pojazd podczas hamowania na drodze
s straci tylko fi/fo czedé swojej
energii kinetycznej. Jego predkos¢ po
przybyciu drogi s wyniesie wiec:

v = vo4q [ 1— %

Dla vg = 50km/godz., f1 = 0,4
i fo =0,6, v=28,87km/godz.

Jezeli natomiast p = 1 (mod 4), to nieco komplikujac powyzsza metode (szczegbly
pominiemy), mozna obliczy¢ x spelniajace (1), o ile mamy do dyspozycji taka
liczbe s, ze kongruencja

(3) 2?2 = s (mod p)

nie ma rozwiazan. Taka liczbe s nazywamy nieresztq kwadratowg modulo p.
Latwo udowodnié, ze w ciagu liczb 1,2,...,p — 1 jest dokladnie (p — 1)/2 niereszt.
Dla pozostalych liczb s z powyzszego ciagu kongruencja (3) ma rozwiazanie

— nazywamy je resztami kwadratowymi modulo p. I tak np. dla p = 7 liczby
1,2,4 sa resztami kwadratowymi, a liczby 3,5, 6 nieresztami kwadratowymi.
Natomiast dla p = 11 niereszty kwadratowe to 2,6,7,8, 10, a reszty kwadratowe
to 1,3,4,5,9. Niereszte kwadratowsa s, ktorej uzywamy we wzmiankowanym
powyzej algorytmie pierwiastkowania modulo p, tatwo znalezé praktycznie nawet
dla bardzo duzych liczb pierwszych p. Wystarczy mianowicie wylosowaé liczbe
s€{1,2,...,p— 1} i sprawdzié, czy jest niereszta kwadratowa, stosujac, na
przyklad, kryterium Eulera. W przypadku niepowodzenia losujemy i testujemy
inng liczbe s. Prawdopodobienstwo wylosowania niereszty w kazdej probie
wynosi 1/2, a zatem przecietnie bardzo szybko znajdziemy niereszte. Jest to
przyklad algorytmu zrandomizowanego. Rzucajac 20 razy symetryczna
moneta, mozemy, oczywiscie, wyrzuci¢ same reszty (niektérzy méwia reszki),
ale prawdopodobienstwo tego jest mate.

A moze lepiej testowaé po kolei liczby s = 1,2,3. .., az do skutku, czyli
do napotkania niereszty? Niech wiec N(p) oznacza najmniejsza niereszte
kwadratowa modulo p. Najlepszy wynik bezwarunkowy pochodzi od
D.A. Burgessa

N(p) < p*ve*e
dla kazdego £ > 0 i p > po(e). Natomiast przy zalozeniu uogélnionej hipotezy
Riemanna N.C. Ankeny pokazal oszacowanie znacznie lepsze

N(p) < C(logp)? dla pewnej stalej C' > 0.

Tak wiec prymitywny algorytm testowania kolejnych liczb s jest (warunkowo)
bardzo efektywny.

Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania: jesli modut n jest liczba pierwsza,
to w zasadzie potrafimy poradzié sobie zaréwno z rozstrzygnieciem, czy 2 jest
reszta kwadratowa modulo n, jak i ze znalezieniem wszystkich rozwiazan
kongruencji (1) w zbiorze {1,2,...,n — 1} (sa dwa takie rozwiazania).

A jak jest dla liczb zlozonych n? Rozpatrzymy najprostszy przypadek, gdy
n = pq jest iloczynem dwoéch réznych liczb pierwszych. Do dzisiaj nie jest znana
zadna efektywna uniwersalna metoda rozstrzygania, czy kongruencja (1) ma
rozwiazanie. Zalézmy jednak, ze dobra wrézka rzekla: Tak, kongruencja (1) jest
rozwigzalna, a Twoje zadanie to znaleZé jej wszystkie rozwigzania r w zbiorze
{1,2,...,n —1}. Zalézmy dalej, ze jakim$ cudem wypisaliémy wszystkie (cztery —
wynika to z chifiskiego twierdzenia o resztach) rozwiazania kongruencji (1):
1<z <xe <23 <24 <pg—1.

Poniewaz kongruencja 32 = 2 (mod p) ma doktadnie dwa rozwigzania v, yo
w zbiorze {1,2,...,p — 1}, wiec dla pewnych 1 <4 < j < 3 mamy z; = z; (mod p),
a zatem liczba x; — x; dzieli si¢ przez p. Oczywiscie, x; — x; nie dzieli si¢ przez
n=pq, gdyz 1 < z; —x; < pg— 2. A zatem

NWD(z; — x;,n) = p.
Liczby NWD(xo — x1,n), NWD(z3 — 29,n), NWD(z3 — 21, n) potrafimy obliczyé,
bardzo efektywnie stosujac najstynniejszy algorytm na $wiecie — algorytm
Euklidesa. W ten sposéb znalezlidmy nietrywialny dzielnik p liczby n = pq.
Najbardziej pomégl nam cud (a nie wrézka). Tym samym naszkicowaliSmy
gléwna my$l dowodu twierdzenia, ze kompletne rozwiazanie kongruencji (1)
dla modutu ztozonego n jest co najmniej tak trudne, jak rozktad n na czynniki
pierwsze. Natomiast samo tylko rozstrzygniecie, czy (1) ma rozwiazanie, wydaje
sie istotnie latwiejsze niz rozklad na czynniki, ale jak juz wspomnieli$my
wczesniej, nikt nie umie zrobié efektywnie nawet tego.
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