Informatyczny kacik olimpijski (122): Zalesianie

Tym razem oméwimy zadanie Zalesianie, ktore pojawilo sie na finale zawodow
druzynowych XII Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistow.

Zalesianie: Danych jest n wierzcholkéw ponumerowanych od 1 do n. Cigg a = (a1, asg, ..

., an) sklada sie z wartosci

przyporzgdkowanych kolejnym wierzcholkom (a; to warto$é przyporzedkowana i-temu wierzcholkowi). Naszym
zadaniem jest zbudowad drzewo (spdjny, acykliczny graf), przez ustalenie n — 1 krawedzi miedzy wierzcholkami oraz
wybranie wierzcholka, ktory bedzie korzeniem. Chcemy to zrobi¢ w taki sposéb, aby zminimalizowaé wspdtczynnik
niezadowolenia. Wspolczynnik niezadowolenia to maksymalna warto$é wyrazenia a, & a,, dla takich u i v, Ze u jest

przodkiem v (@ oznacza operacje bitowq zor).

Zastanowmy sie najpierw nad strukturg drzewa,

ktére budujemy. Zauwazmy, ze korzen jest przodkiem
kazdego innego wierzchotka w tym drzewie. Zatem,
liczac wspoélczynnik niezadowolenia, zawsze bedziemy
rozpatrywali kazda taka pare wierzchotkéw w i v, ze

u jest korzeniem drzewa. Okazuje sie, ze istnieje drzewo,
w ktérym nie ma wiecej par wierzchotkéw pozostajacych
w relacji przodek-potomek. Wystarczy wybra¢ korzen
oraz polaczy¢ go krawedziami ze wszystkimi pozostalymi
wierzchotkami. Ponizej schemat takiego drzewa

(K oznacza korzen).

Ustaliliémy juz strukture drzewa. Opiszemy teraz, w jaki
sposéb wybraé taki korzen, ktéry bedzie minimalizowat
wspotezynnik niezadowolenia.

Rozwiazanie O(n?)

Pierwszy, najbardziej intuicyjny pomyst, polega

na naiwnym sprawdzeniu kazdego z n sposobéw
ustalenia korzenia. Dla kazdego wierzchotka

uw € {1,2,...,n} konstruujemy drzewo, ktérego korzeniem
jest u oraz pozostale wierzcholki sa z nim potaczone
krawedzia. Nastepnie, dla kazdego z tych drzew
obliczamy (z definicji) wspélczynnik niezadowolenia.
Spoéréd otrzymanych wynikéw wybieramy najmniejszy.
Drzew mamy n (po jednym dla kazdego kandydata

na korzen). Obliczenie wspélczynnika niezadowolenia
dla jednego drzewa odbywa sie w czasie O(n). Zatem
caty algorytm dziala w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n -log(max a;))

Potraktujmy zapisy binarne elementéw ciagu a jako
stowa nad alfabetem {0, 1}. Niech ¥’ = (b/,05,...,0))
oznacza zapisy binarne kolejnych elementéw ciagu a

(b} oznacza zapis binarny a;, ktéry nie zawiera zer
wiodacych). Nastepnie ,wyréwnajmy” dlugosci stéw
ciaggu b’. Checemy otrzymaé stowa o takiej samej
dtugosci, réwnej dlugoéci najdtuzszego stowa w ciggu b'.
W tym celu wszystkie krotsze stowa nalezy poprzedzié
odpowiednia liczba zer wiodacych. Kolejno otrzymane
stowa nazwijmy b = (b1, ba,...,by).

Podobnie jak w rozwiazaniu O(n?), dla kazdego
potencjalnego korzenia chcemy obliczy¢ wspdlezynnik
niezadowolenia. W istocie, dla kazdego b; chcemy znalezé
takie b;, ze b; @ b; jest maksymalne. Na potrzeby tego
artykutu zakladamy, ze kazdemu b; jest przypisana
wartos$¢ a; oraz b; @ b; ma wartos¢ a; @ a;.
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Wezmy b; = ¢p—1 . . . c1¢0, dla ktérego szukamy takiego
bj=¢,_1...ci¢cpy, ze b; ® b; jest maksymalne. Idealnie
byloby, gdyby istnialo b; = ¢, =1 ...C1¢o (¢; oznacza
negacje ¢;). Wtedy b; @ b; = 2™ — 1, czyli najlepszy
mozliwy wynik. Ta obserwacja daje nam pewna
intuicje. Bedziemy wyszukiwali b; cyfra po cyfrze,

w kolejnosci od najbardziej znaczacych do najmniej
znaczacych. Zalézmy, ze mamy juz ustalony prefiks
Crn1Cpm_2 - - - Ciop1 Stowa bj. Zastanawiamy si¢ teraz, jaka
warto$¢ moze mieé ¢j,. Oczywiscie, gdyby ¢}, = ¢, wtedy
wynik wzréstby o 2%, Zatem, jesli ¢/, ;¢ ... Cht1Ch
jest prefiksem jakiego$ stowa w ciagu b, to ¢}, = ¢z,

w przeciwnym przypadku ¢}, = ¢x. Prosty dowéd
pozostawiamy Czytelnikowi.

Pozostalo nam jeszcze opisa¢, w jaki sposob dla danego
stowa sprawdzacé, czy jest ono prefiksem jakiego$ stowa
w ciagu b. W tym celu zbudujemy drzewo trie nad
stowami ciagu b. Wyszukiwanie b; cyfra po cyfrze
odpowiada wedrowce w drzewie trie od korzenia do lisci.
Zal6ézmy, ze w danym kroku ustalamy wartosé cj,. Jesli
wierzchotek, w ktorym jesteémy, ma dwoch synow,

to poruszamy si¢ krawedzia z etykieta ¢x. W przeciwnym
przypadku nie mamy wyboru — idziemy krawedzig

z etykieta c. Wedréwke konczymy w lisciu. Kolejno
wybierane etykiety krawedzi tworza szukane b;.

Konstrukcja drzewa trie zajmuje czas O(n - log(max a;)).
Wyznaczenie b; dla danego b; zajmuje czas ’
O(log(max a;)) (dlugos¢ Sciezki od korzenia do lidcia).
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Wspoétezynnik niezadowolenia obliczamy dla kazdego
z n potencjalnych drzew, co w sumie daje
O(n -log(max a;)) operacji. Zatem caly algorytm dziala

w czasie O(n - log(max a;)).

Rozwazmy przyklad. Niech a = (1, 3,6, 7). Wéwczas
b = (1,11,110,111), b = (001,011,110, 111), a drzewo
trie wyglada nastepujaco:

1 3 6 7
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