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Rozwigzanie zadania M 1582.
Na ,tak”: gdy n jest nieparzyste,
a™ + b™ dzieli si¢ przez a + b,
i wystarczy zauwazyd, ze

3105 + 4105 — 33)35 + _1'3 35

_ <35)21 + (45)21 _ <37)15 + (47)15_
a wige 3'9% 4 419% dzieli sie

przez 3% + 4% =91 =713,

przez 3% +4° = 1267 = 7 - 181

oraz przez 37 + 47 = 18751 = 49 - 379.
Na ,nie”: liczba ta zaréwno modulo 5,
jak modulo 11 przystaje do 2.

Zauwazmy bowiem, ze

4% = —1(mod 5) i 32 = —1(mod 5),
podobnie B

4% = —2(mod 11) i 3° = 1(mod 11)).
Skoro 4% = —1(mod 5), to

419 = (=1)3%(mod 5) = —1(mod 5);
podobnie z 32 = —1(mod 5) wynika
3194 = (—1)®2(mod 5) = 1(mod 5)
a wiec 3'9 = 3(mod 5), skad
(3195 4 419%) = (3 — 1)(mod 5) = 2(mod 5).
Analogicznie, skoro 4% = —2(mod 11),
wiec 4% = (=2)%(mod 11) =

= —32(mod 11) = 1(mod 11),

stad 419% = l»7(mod 11) = 1(mod 11);
podobnie z 3° = 1(mod 11) mamy

3195 = 12 (mod 11) = 1(mod 11);

wobec tego (3'9° 4 410%) =

= (14 1)(mod11) = 2(mod 11).

Jacek SZCZYTKO*

Zyjemy we Wszech§wiecie, w ktérym stale fizyczne, kolejne generacje czastek
elementarnych, warto$¢ tadunku elementarnego itp., sa scisle okreslone, przy czym
w zasadzie nie wiemy, dlaczego przyjmuja taka warto$c, a nie inna. Najlepiej znany
przyktad to tzw. stala struktury subtelnej o = ﬁ%ﬁ ~ m bezwymiarowa
wielko$¢ charakteryzujaca site oddzialywania elektromagnetycznego natadowanych
czastek. W kazdym systemie jednostek jest taka sama, a jej niewielka zmiana
(rzedu kilku procent) sprawilaby, ze reakcje jadrowe syntezy wegla (z trzech

jader He) i tlenu (z wegla i helu) by ustaly, co, oczywiscie, doprowadzitoby

do braku pierwiastkow, z ktérych moglaby sie utworzy¢ materia organiczna —
czyli my. Obserwacja ta stanowi sedno tzw. zasady antropicznej, ktéra glosi,

ze state fizyczne naszego Wszech$wiata maja dokladnie takie wartosci, aby

moglo zaistnieé zycie. W teorii wielu (wszech)$wiatéw oznacza to, ze w Wielkim
Wybuchu powstaly, byé¢ moze, i inne wszech$wiaty, z innymi statymi fizycznymi

i innymi wymiarami przestrzennymi, ale nie ma ich kto bada¢, gdyz tylko nasz ma
parametry umozliwiajace powstanie zycia. A do innych wszech§wiatéw nie mamy
dostepu. Czyzby?

A gdybysmy mieli mozliwosé zbadania wszech$wiata czastek o utamkowym
tadunku elementarnym? Czastek o ujemnej masie? Elektronéw bezmasowych?
Ciezkich fotonéw? Monopoli magnetycznych? Egzotycznych czastek niebedacych
ani fermionami, ani bozonami? MoglibysSmy testowaé prawa fizyki egzotycznych
wszech§wiatow i obserwowaé zjawiska, ktore na co dzien nie wystepuja

w przyrodzie, np. catkiem bezpieczng anihilacje dodatnich i ujemnych elektronéw
w troj- dwu- albo jednowymiarowej przestrzeni.

Moze troszeczke przesadzilem z tymi ,innymi prawami fizyki” — tych nie zmienimy,
ale mozemy zmieni¢ elementarne czastki budujace nasz hipotetyczny wszechswiat

i zobaczy¢, w jaki sposoéb moga wchodzi¢ w interakcje. Musimy zatem przejé¢ do
»innego wszechéwiata” — bedzie nim krysztal. Zwykly krysztal — moze byé metal,
polprzewodnik, izolator — byleby atomy ukladatly sie w periodyczna strukture
przestrzenna, byleby mozna bylo go jako$ pobudzié (Swiattem, temperatura,
napieciem, polem magnetycznym itp.) i byleby mozna to pobudzenie jako$ §ledzié,
bada¢. Krysztal niepobudzony bedziemy traktowali jak préznie, a elementarne
wzbudzenia takiego krysztatu beda naszymi czastkami elementarnymi, ktére

beda wchodzily w interakcje i ktore pozwola na testowanie zwariowanych teorii
fizycznych. Oczywidcie, nie sa to prawdziwe czastki elementarne (choé¢ wolatbym
sie nie wdawaé¢ w dyskusje znaczenia slowa ,,prawdziwy”), tylko jakby-czastki, wiec
mowimy o nich kwazi-czastki. Ich wlasciwosci bedg zalezaly od wielu rzeczy, ale
przede wszystkim od rodzaju materiatu, ktory badamy i od jego wymiarowosci.
Tak, mozemy badaé¢ kwazi-wszech$wiaty trojwymiarowe, jak nasz, ale i dwu-, jedno-
i zerowymiarowe.

WezZmy, na przyktad, elektron w krysztale krzemu. Kazdy atom krzemu ma
czterech sasiadow, z ktérymi uwspolnia elektrony walencyjne, tworzac kowalencyjne
wiazania chemiczne zgodnie z reguta oktetu. Taki krysztal — w ktérym elektrony
obsadzaja dozwolone stany i wypelniaja wszystkie miejsca na powloce walencyjnej
— jest wlasnie nasza kwazi-proznia. Ale krzem, jako pierwiastek chemiczny, ma
wiecej ,miejsc” na swoje elektrony — chodzi o stany wzbudzone, normalnie puste
(czyli nieobsadzone elektronami), ale ktére pod wpltywem jakiego$ zaburzenia

moga zostaé przez chwile obsadzone. Astronomowie uzywaja takich stanéw
wzbudzonych np. do badania, czy w danej gwiezdzie sa ,linie widmowe krzemu”

— te linie widmowe sg wlasnie efektem przechodzenia elektronéw pomiedzy réznymi
powlokami atomu krzemu. Okazuje sig, ze w krysztale te puste powloki tez tworza
miejsce dla wzbudzonych elektronéw. W odréznieniu od pojedynczego atomu
krysztal ma tych miejsc bardzo duzo, tak, ze nie méwimy juz o ,poziomach”, ale

o ,pasmach”. I tu niespodzianka — elektron, ktéry zostanie przeniesiony do takiego
pustego pasma (zwanego pasmem przewodnictwa) z pasma zapelnionego, w ktérym
tworzyl wiazania (zwanego pasmem walencyjnym), porusza sie w krysztale krzemu
tak, jakby krysztatu nie bylto! Jakby nie bylo 10?2 w cm? atoméw, z ktérymi

8



Energia

Energia

przerwa
energetyczna

m-
o

atom krysztal

pasmo przewodnictwa

elektron

- e

pasmo walencyjne

méglby sie zderzaé, nie byto 1022 w cm? innych elektronéw, na ktére mégiby
wpadaé — nic, proznia, elektron swobodny!

Elektron zachowuje si¢ jak fala materii (fala de Broglie’a) i okazuje sie, ze osrodek
periodyczny, jakim jest krysztal, tylko w niewielkim stopniu modyfikuje jego
wlasciwoéci w poréwnaniu z elektronem swobodnym. Elektrony o réznej energii
maja rézna dlugosé fali i w zasadzie najwiekszy wplyw sie¢ krystaliczna ma na
elektrony, ktérych dlugosé fali jest wielokrotnoscia odlegto$ci pomiedzy atomami.
Niemniej nawet te elektrony w krysztale mozemy traktowac jak czastki swobodne,
poruszajace sie bez rozproszen. Elektron w pasmie przewodnictwa jest wlasnie
yelementarnym wzbudzeniem” krysztatu. Jaka cene musimy zaplaci¢ za taki

prosty model? Po pierwsze, nasz elektron ma inna mase niz elektron swobodny
(oznaczmy te mase mg): w zalezno$ci od materialu moze to byé¢ masa 1000mg albo
i 0,001mg a czasami nawet 0 (grafen!). W przypadku krzemu jest to okoto 0,2my.
Po drugie, jesli zostal wzbudzony z pasma walencyjnego, to po pewnym czasie

do niego powrdci — emitujac nadmiar energii, np. w postaci fotonu albo jeszcze
fononu (o fononach za chwilg). Czyli zanihiluje — wyemituje jako$ swoja energie

i po procesie anihilacji pozostanie znowu ,kwazi-préznia”, czyli pusty krysztal.
OK, to z czym on zanihiluje, co to za ,antyczastka”, ktéra pozarta nasz elektron?
To jest anty-elektron, czyli tzw. ,,pusty” stan, opuszczony na chwile przez elektron.
Jesli puste pasmo pordéwnac do pustej butelki, a elektron do kropli wody, to

pelne pasmo mozemy utozsamié¢ z butelka napelniona po korek, z ktorej ,,odlano”
kropelke, taki kwazi-babelek. Otéz ten pusty stan — ktéry nazywa sie dziura —
takze moze swobodnie po krysztale podrozowac. Tyle tylko, ze tak jak babelek

w butelce, zachowuje sie¢ odwrotnie niz pozostale elektrony-kropelki. Jak wlaczymy
pole elektryczne, to elektron poleci w strone ladunku dodatniego, a dziura —

w kierunku ujemnego (bo wszystkie elektrony z pasma walencyjnego polecialy

w strone dodatniego — to jak przechylanie butelki z babelkiem). Dziura wigc

jest kwazi-czastka o dodatnim tadunku elektrycznym. Wszystko si¢ zgadza —
ujemny elektron, anihilujac z dodatnig dziura, pozostawia pusty, nienaladowany
krysztal. Ale zaraz — jesli w naszym kwazi-wszechswiecie pojawil sie ladunek
dodatni i ujemny, to moze powstanie i kwazi-wodor, sktadajacy sie z dwoch
tadunkéw? 1 rzeczywiscie — elektrony i dziury tworza takie stany zwigzane —
nazywaja sie one ekscytonami (kolejna kwazi-czastkal). Przypominaja nie tyle
wodor, co pozytonium — uktad elektronu i pozytonu, ktéry po pewnym czasie
moze zanihilowaé. Ale ekscytony moga tworzyé podstawe naszego kwazi-ukladu
okresowego: moga tworzy¢ czasteczke bi-ekscytonu (dwa ekscytony), zjonizowanego
ekscytonu (tzw. trionu) itd. Taki ekscyton mozna w pewnych warunkach silnie
sprzac ze Swiatlem, tworzac tzw. polaryton — stan mieszany fotonu i ekscytonu,
ktéry w odpowiednio duzej koncentracji polarytonéow z kolei moze przejsé¢ do fazy
kondensatu Bosego—Einsteina. .. Ufff. Wazne jest to, ze to dziala, ze mozemy
budowa¢ z kwazi-czastek elementarnych, takich jak elektron i dziura, coraz bardziej
skomplikowane obiekty.

Niektore egzotyczne stany materii wynikaja np. z obecnoéci elektronéw o zerowej
masie — takiego elektronu w krysztale nie da si¢ zatrzymac, musi poruszaé si¢

z ,predkodcia $wiatta dla elektronu” (dziwnie brzmi) — w grafenie jest ona tylko
300 razy mniejsza od predkoéci swiatla. I znowu — mozemy na stole laboratoryjnym
testowaé ultrarelatywistyczng fizyke, wyrafinowane teorie fermionéw Majorany —
wszystko dzieki kwazi-czastkom.

Sam krysztal — rozumiany jako sie¢ atoméw — tez nie jest tylko biernym os$rodkiem.
W krysztale mozemy wzbudzi¢ atomy do drgan — wystarczy podnie$¢ temperature.
Znowu — elementarne wzbudzenie mozemy traktowaé jak kwazi-czastke,

ktéra bedzie mogta sie poruszaé po krysztale. Taka czastka to fonon — moze
oddzialywaé z elektronami, dziurami, podgrzewaé ekscytony albo pomaga¢ im
osiagna¢ rownowage termodynamiczng. Jest analogiem ,nosnika oddzialywania”,
kwazi-bozonem. Dodatkowo innego rodzaju wzbudzenia — magnetyczne, pomiedzy
zlokalizowanymi momentami magnetycznymi w atomach tworzacych krysztal,
moga by¢ 7rédlem magnonéw (fal spinowych), skyrmionéw, a nawet monopoli
magnetycznych! Budujac krysztaly z krysztaléw — tzw. struktury fotoniczne —
mozemy badaé ciezkie fotony, czyli $wiatlo, ktére ma mase i da sie nawet na chwile
yzatrzymac”.
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Warto na koniec dodaé, ze charakter kwazi-czastek mozna kontrolowac¢ przez
zmiane wymiaru przestrzeni, w ktérej je badamy. Jesli zmusimy elektrony

i dziury do ruchu tylko w jednej plaszczyznie, np. wytwarzajac bardzo

cienka, kilkunanometrowa warstwe krysztatu, wtedy mamy do czynienia

7 kwazi-wszech$§wiatem dwuwymiarowym (tzw. studnia kwantowa), jesli te
warstwe pokroimy jak makaron, dostaniemy obiekty jednowymiarowe (druty
kwantowe), a jak dalej posiekamy ten makaron na drobne kawaleczki, dostaniemy
kropki kwantowe — obiekty zerowymiarowe (kwazi-zerowymiarowe), ktére mozna
traktowaé jak sztuczne atomy. Zastosowania? Np. lasery péiprzewodnikowe to
studnie kwantowe, w ktorych dokonujemy skuteczniej anihilacji elektronéw i dziur;
kropki kwantowe byly niedawno hitem nowoczesnych luminoforéw w telewizorach.

m&‘

Nasze mozliwosci sa w zasadzie nieograniczone. Badaniami tego typu zjawisk
zajmuje sie fizyka ciala statego i nanotechnologia, zastosowania siegaja urzadzen
polprzewodnikowych, optycznych, przetwarzania informacji — takze kwantowej, bo
komputery kwantowe tez mozna zaprojektowaé z kwazi-czastek. Badania trwaja,
przeciez jest tyle kwazi-wszechswiatow do odkrycia!

Jak proste problemy staty sie trudne Michat WEODARCZYK*

* doktorant, Instytut Informatyki, Dawno, dawno temu, wierzono, ze fundamentalne zasady rzadzace Swiatem sg,
Yvﬂ‘izﬁn?ﬁit%ﬁ?&f;}i:ﬁﬂ‘;ﬁfﬁ’;&rskl proste. Kiedy dziedzina nauki, zwana obecnie informatyka, dopiero raczkowala,
naukowcy byli przekonani, ze dla kazdego problemu obliczeniowego mozna znalezé
efektywny algorytm, o ile poswieci sie na to wystarczajaco duzo czasu, kredy oraz
kawy. Pojecie ,efektywnego algorytmu” oznaczalo poczatkowo algorytm o czasie
dzialania proporcjonalnym do rozmiaru danych wejéciowych, ale i algorytmy
o ztozonoéci obliczeniowej O(n?) czy O(n3) byly do zaakceptowania.

Pojawily sie jednak problemy, ktorych pomimo wielu lat badan i hektolitrow
wypitej kawy nikt nie umial rozwiazaé lepiej, niz generujac wszystkie potencjalne
rozwiazania i wybierajac najlepsze z nich. Czas dzialania takich algorytméw jest
zazwyczaj wyktadniczy, zatem dla duzych danych dziataja one zdecydowanie
wolniej niz te o zlozonosci wielomianowej. Do trudnych probleméw nalezaty:

e Pokrycie Wierzchotkowe: majac dany graf, znajdZz najmniejszy podzbioér
wierzcholkéw, stykajacy sie z kazda krawedzia.

e Cykl Hamiltona: majac dany graf, rozstrzygnij, czy istnieje cykl odwiedzajacy
kazdy wierzcholek doktadnie raz.

e Spelnialno$é Formul (SAT): majac dana formule logiczna, zlozona ze zmiennych
przyjmujacych warto$ci prawda/falsz oraz operator6w AND, OR, NOT,
rozstrzygnij, czy mozna przypisa¢ zmiennym takie wartosci, aby formuta byta
prawdziwa.

Naukowcy zaczeli rozumieé to zjawisko lepiej na poczatku lat 70. Choé¢ nie udalo
sie efektywnie rozwiaza¢ ani jednego z ,trudnych” probleméw, ani tez wykluczyé
istnienia algorytméw wielomianowych, udowodniono, ze prawie wszystkie znane
trudne problemy sa réwnowazne na mocy wielomianowych redukcji pomiedzy
nimi. Powstala teoria NP-trudnosci wyjasniala, ze efektywne rozwigzanie
dowolnego z nich pociaga istnienie szybkich algorytméw dla pozostalych. Zamiast
zastanawiaé sie nad setkami réznych problemdéw niezaleznie, naukowcy zrozumieli,
ze ,,jadro” trudnodci jest takie samo. Cho¢ dalej nie wiemy, czy da sie je rozwiazaé
wielomianowo, cale zagadnienie sprowadza sie do jednego kluczowego pytania:

Co prawda, istnieje kilka probleméw, wezy P # NP?7. Swiat znéw stal sie prosty.
o ktérych do dzis nie wiemy, ani ze sa
rozwigzywalne wielomianowo, ani ze sa Teoria NP-trudnosci okazuje si¢ jednak czasem zbyt ,, grubo ciosana”, chociazby

NP-trudne, ale sa to ,niedobitki”. o S . . . .
riane, afe sg Ro ,medobi dla uczestnikéw Olimpiady Informatycznej. Powiedzmy, ze na zawodach pojawia

sie zadanie ,rozstrzygnij, czy w danym zbiorze liczb naturalnych istnieja takie
a, b, ¢, ze a + b= c”. Najprostszy algorytm przeglada wszystkie trojki liczb
‘ i dziata w czasie O(n?). Znajomoéé podstawowych struktur danych pozwala na
. poprawe czasu dzialania do O(n?log(n)). Ale czy da sie poprawiaé¢ dalej, np. do
O(nlog(n))? Inny problem: ,majac dane dwa ciagi liczb, znajdz ich najdtuzszy

10



