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Jak definiowaé¢ ciggi rekurencyjne?
Filip MAZOWIECKI*

Tytulowa rekurencja jest jednym z podstawowych pojeé¢ w informatyce, ktore
umozliwia definiowanie ciaggéw réznych obiektow, pozwalajac odwolywac sie

w definicji danego obiektu do jego poprzednikéow. Pokazemy dwie klasy takich
definicji i oméwimy ich réwnowaznosé. Zacznijmy od prostych przykladow: ciggu
arytmetycznego i ciagu geometrycznego. Rozwazmy dwa ciagi agp, a1, ... 1 bg, b1, ...
zadane przez

ap =1, apy1=ay,+3 bo=1, bpr1 =2 by
(Takie ciagi przydaja sie, na przyklad, do szacowania, jak dlugo dziala program,
ktory rekurencyjnie wywoluje siebie lub inne programy.)

W obu przypadkach, zeby poznaé¢ wartosé konkretnego a,, lub b,, (korzystajac
wprost z definicji), trzeba sie wciaz odwolywaé do wartosci poprzednich elementéw,
az dojdziemy do pierwszego elementu (ag lub by). Oczywiscie, a,, jest ciagiem
arytmetycznym, a b, ciagiem geometrycznym, wiec wiemy, ze procedure obliczania
wartosci konkretnego elementu ciagu da si¢ przyspieszy¢ i skorzystaé ze wzoréw:
an, = 3n + 1 oraz b, = 2"™. Nie zawsze jest to takie proste. Troche ciekawszym
przyktadem jest ciag Fibonacciego zadany przez:

Fh=0, Fi=1, Fuy2=F,1+F,.
Zauwazmy, ze aby obliczy¢ wartodci kolejnych elementéw ciagu, musimy sie zawsze
odwota¢ do dwbch poprzednich elementéw i dlatego potrzebne sa az dwa poczatkowe
elementy. Sprébujmy uogdlni¢ to zjawisko i zdefiniowaé tak zwane liniowe ciggi
rekurencyjne, ktérym bedziemy sie dalej szerzej przygladaé. Powiemy, ze ciag
Co,C1, - .. jest linlowym ciagiem rekurencyjnym stopnia k, jesli znamy wartosci
pierwszych k elementéw, a pozostale elementy sa wyznaczone przez k poprzednich
elementéw. Dokladniej:
(1) Co =80, €1 =S51y.eyCk—1=Sk—1, Cntk =Tk—-1"Cntk—1-"+---F70"Cn,
dla danych liczb rzeczywistych sqg ..., sg_1,70,-..7k—1. Dodatkowo zakladamy, ze
ro # 0 (inaczej ciag bylby stopnia k — 1). Przykladowo ciag (b,,) jest takim ciagiem
stopnia 1 i podobnie (F},) jest takim ciagiem stopnia 2. Ciag (a,) nie spelnia tej
definicji, poniewaz a,+1 odwoluje sie do stalej 3 (zauwazmy, ze w definicji (1)
state r; moga by¢ tylko przemnozone przez jeden z poprzednich elementéw
ciagu ¢,44). Mozna to jednak latwo naprawi¢: zauwazmy, ze ciag (a,) spelnia
ap — ap—1 = 3. Tak wiec wystarczy w definicji podmienié¢ tréjke na (a, — ap—1).
Otrzymujemy w ten sposdb réwnowazna rekurencje stopnia 2:

apo=1, a1 =4, ant1 =2 -ap— Gp_1.
Pierwsze pytanie, jakim si¢ zajmiemy w tym tekscie, to pytanie, czy mozemy
ograniczy¢ sie wylacznie do ciagéw stopnia 1. Okazuje sie, ze odpowiedz brzmi
»tak” ale — niestety — nie za darmo. Jesli pozwolimy na to, zeby uzy¢ wiecej niz
jednego ciagu, to kazdy ciag stopnia k mozna zamienié¢ na uktad k ciggéw stopnia 1.
Przyktadowo ciag Fibonacciego mozna zdefiniowaé, uzywajac jednego dodatkowego
ciggu:

Fo=0, F,u=F+G,
GO =1, Gn+1 =F,.

Nietrudno zauwazy¢, ze ciag (G,) sluzy jako bufor do przetrzymywania wartosci
F,,_1 i réwnie nietrudno uogdélnié¢ te metode na dowolny ciag stopnia k. W takim
razie zadajmy pytanie odwrotne: czy majac uktad k ciagdéw stopnia 1, mozemy
zdefiniowaé kazdy ciag z tego ukladu za pomoca jednego ciagu (by¢ moze stopnia
wigkszego niz 1)? Rozwazmy przyktad, ktéry pokaze trudnosé tego zadania:
zdefiniujemy cigg d,, = n?, uzywajac dwoéch dodatkowych ciagéw: e, =ni f, =1
d0:07 dn+1:dn+2'en+fn7
(2) eo =0, €ntl = €n + fnv
f0:17 fn+1:fn-
Poprawnoéé tej definicji wynika z prostej tozsamosci (n + 1)2 = n? + 2n + 1. Czy
mozemy zdefiniowaé ciag (d,,) bez uzycia dodatkowych ciagéw? Warto si¢ chwile
zastanowi¢ nad tym pytaniem, zanim przeczytamy rozwiazanie. OdpowiedZ brzmi
wtak” i realizuje ja rekurencja ponizej:
(3) do =0, dy =1, dy=4, dn+3 =3 dn+2 -3 dn+1 + d,.
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Szybkie rachunki pokazuja poprawnosé tego wzoru

(4) 3-n+2?%=3-(n+1)2+n>=n2+6n+9=(n+3)%

Ogodlnie prawda jest, ze kazdy ciag zdefiniowany za pomoca ukladu k ciggow
stopnia 1 mozemy przeksztalci¢ w ciag zdefiniowany za pomoca tylko jednego ciagu
o stopniu k. Dowdd tego faktu nie jest bardzo trudny, ale wymaga podstawowej
znajomosci algebry liniowej, wigc nie oméwimy go tutaj w pelnej ogdélnosci.

Zamiast tego sprobujemy zademonstrowaé te wlasnosé dla szczegélnego przypadku.

Zauwazmy, ze nietrudno uogélnié definicje (2) tak, zeby zdefiniowaé d,, = n*

dla dowolnego k. Wystarczy rozpisaé¢ wzér na (n + 1)* i uzyé k dodatkowych

ciagdéw. Wykazemy, ze mozna ten cigg zdefiniowac¢, uzywajac tylko jednego ciagu

stopnia k + 1. Pierwsze k + 1 elementéw zadajemy w oczywisty sposéb jako:
do=0,...,dg_y = (k—1)*, dy = k*.

Rekurencje wezmiemy troche ,,z kapelusza”. Najpierw rozwiniemy wielomian

w réwnaniu (z — 1)*+1 = 0:

k41 a1
5 BT, R SV ES B A
(5) @=-1 =3 (T )k =
i=0
i przeniesiemy wszystkie wyrazy o stopniu mniejszym niz k + 1 na prawa strone

k+1
k+1 ; i

6 ) k+1 _ _ 1)+l k+171.
() R Sl L [C

=1
7 tego wzoru magicznie otrzymujemy wzér rekurencyjny na d,,, podstawiajac d,4;

od jednomian z' dla kazdego 0 < i < k + 1 (w szczegdlnoécei pod

pod ] g g p
podstawiamy d,, ):

k+1
k+1 i
dntkt1 = Z < ‘ >(1) i g1

- 1
i=1

Sprawdzmy, ze dla k = 2 dostajemy d,, 43 = 3 - dpt2 — 3 - dpt1 + dy, czyli dokladnie
rozwiazanie z (3). Pozostaje wykazaé, ze rekurencja otrzymana z (6) jest poprawna
dla kazdego k. Wystarczy sprawdzié, ze
k+1
k+1 ; .
(n+k+1)" =Z< f )(1)’“-(n+k+1i)’“,

i=1

czyli
k+1

(7) Z<k:f1>(—1)i.(n+k+1—i)k_o.
=0

Uzasadnimy to réwnanie, korzystajac z metody interpretacji kombinatorycznej.
Ot6z dla ustalonej wartosci i rozwazmy (kjl) (=1)"- (n+k + 1 —i)*. Przyjmijmy,
ze mamy dwie grupy elementéw: pierwsza grupe G, gdzie |G1| = k + 1; 1 druga G,
gdzie |G2| = n. Mozemy zinterpretowaé (k;rl) jako wybranie podzbioru A C G4

o rozmiarze 4, natomiast (n 4+ k + 1 —i)* jako dobranie ciagu z powtérzeniami
(e1,€2,...,ex) sposrdd pozostalych elementéw, czyli e; € Go U (Gy \ A). Pozostaly
czynnik (—1)* okredla, czy to wszystko dodamy, czy odejmiemy od calej sumy.

Obliczymy teraz to samo raz jeszcze, ale tym razem w innej kolejnosci. Ustalmy
najpierw jakis ciag z powtérzeniami (eq,eo,...,ex), gdzie e; € G; UGy. Niech S C Gy
bedzie zbiorem elementéw, ktére nie wystepuja w ciagu (eq, es, ..., ex) i oznaczmy

m = |S|. Pytanie brzmi, na ile réznych sposobéw mozna dobraé¢ do tego ciagu zbior
A tak, zeby otrzymaé dokladnie to samo co poprzednio. Jedyny warunek, jaki A
musi spelniaé, to A C S. Przyjmijmy dodatkowo, ze chcemy wybraé¢ A ustalonego
rozmiaru ¢. Mozemy to zrobié¢ na (T) sposobéw i wtedy bedziemy brali ten sktadnik
ze znakiem (—1). To znaczy, ze dla ustalonego ciagu (e, e, ..., e,) dodamy do sumy
> (T)(—l)’ Podstawiajac w (5) m :=k + 1 oraz x := 1, widzimy, ze to wyrazenie
jest zawsze réwne 0. To znaczy, ze sumujac po wszystkich ciagach (e1, ez, ..., ex),
otrzymamy i tak 0, czyli wykazaliSmy (7).

Nasz argument, niestety, wymagal wyczarowania rekurencji otrzymanej

7 rozpisania (5). Zeby otrzymaé ten wzér bez zgadywania, potrzeba ponownie nieco
algebry liniowej. Co wiecej, zauwazmy, ze nawet samo udowodnienie poprawnoéci
tego wzoru wymagalo znajomosci podstaw kombinatoryki. Niech bedzie to wigc
przestroga, ze i informatykowi dobrze jest zna¢ troche matematyki.
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