Informatyczny kacik olimpijski (121): Egzamin

Tym razem oméwimy zadanie FEgzamin, ktore pojawilto sie¢ w 2010 roku na
Junior Balkan Olympiad in Informatics w Szumen (Bulgaria).

Egzamin: Dany jest cigg a = (a1, as, ..

<y Qn), 2lozony z n liczb naturalnych, oraz liczba s. Ile jest podciggdw ciggu a,

ktorych suma elementéw wynosi przynajmniej s? Dla przykladu, a = (2,5,3,5) ma 6 podciggow, ktére majqg sume
przynajmniej s = 10. Sg to podciggi: (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5), (2,5,3,5) oraz (2,5,3,5).

Rozwigzanie O(n - 2")

Pomyst, ktory jako pierwszy nasuwa si¢ na mysl, polega
na obliczeniu sumy kazdego podciagu, a nastepnie
zliczeniu tych sum, ktérych wartos¢ jest nie mniejsza
niz s.

Zastanéwmy si¢ teraz, jaka jest zlozonosé opisanego
rozwiazania. Ciag a ma (?) podciagéw dlugosei 1,

(721) podciagéw dlugosci 2, . .., wreszcie (Z) podciagéw
dtugosci n. Zatem, suma diugosci wszystkich podciagdéw
Wynosi: 1(711) +2- (g) +...+n- (Z) =n- 27"
Powyzsza sume mozna zinterpretowaé nieco inaczej:
kazdy z n elementéw ciggu a nalezy do 2"~! podciagéw
(dla ustalonego elementu n — 1 pozostalych elementéw
tworzy 2”1 podciagéw). Zatem liczba skladnikow

we wszystkich sumach wynosi n - 27!, co daje nam
ztozonosé czasowa O(n - 2™).

Rozwigzanie O(2")

Sprébujmy przyspieszy¢ powyzsze rozwiazanie. Bedziemy
obliczali sumy podciagéw w kolejnosci niemalejacych
dlugosci (najpierw podciagi dlugosci jeden, potem
dlugosci dwa, trzy, itd.). Zalézmy, ze obliczamy sume
podciagu a;, , a;,, ..., a;, (podciag ma dlugosé m, indeksy
kolejnych elementéw tworza ciag i1,ia,. ..,y ). Suma
elementow tego ciagu to suma podciagu a;,, ai,, ..., G, ,
(ktéra obliczyliémy wczeéniej, poniewaz przegladamy
podciagi od najkrétszych do najdiuzszych) powiekszona
o a;,,. W tym podejéciu obliczenie sumy kazdego z 2" — 1
podciagéw odbywa si¢ w czasie stalym, co daje nam
zlozonosé czasowa O(2").

Rozwiazanie O(n - 2%)
W tym rozwigzaniu skorzystamy z techniki Meet in the
middle.

Podzielmy ciag a na dwa ciagi réwnej dlugosci (jesli
dlugosé ciagu jest nieparzysta, wtedy niech pierwszy
clag zawiera o jeden element wiecej): lewy L = (a1,
ag, ..., a[%]) oraz prawy P = (a[%]+1,ar%]+27 ceey Q).

Nastepnie, dla kazdego z nich, obliczmy sumy podciggdw.

Mozemy to zrobié¢ w czasie O(2%), korzystajac

z algorytmu opisanego w poprzedniej sekcji. Niech

SE = (SE,SE,...,SL) oznacza sumy podciagéw L, i niech
St =(sP sl ..., Sf) oznacza sumy podciagdéw P.

Zauwazmy teraz, ze dowolny podciag ¢ ciagu a spelnia
jeden z trzech ponizszych warunkow:

Warunek (1): wszystkie elementy ¢ naleza do L.

Aby obliczyé¢ liczbe podciagdéw o sumie przynajmniej s,
ktorych wszystkie elementy naleza do L, wystarczy
zliczyé te elementy ciagu S”, ktére maja wartosé
przynajmniej s. Formalnie jest to moc zbioru:
{ie{1,2,...,1} : SF > s}. Sprawdzenie tego warunku
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odbywa sie w czasie liniowym od liczby podciagow L,
czyli O(27%).

Warunek (I1): wszystkie elementy ¢ naleza do P.
Analogicznie jak warunek (I).

Warunek (I11): cze$é elementéw ¢ nalezy do L, cze$é
nalezy do P.

W tym przypadku chcemy obliczyé liczbe takich par (4, 5)
dlaie{1,2,...,1} oraz j € {1,2,...,p}, ze SiL—O—SJP > s.
Ten problem rozbijemy na [ podprobleméw. Dla kazdego
i€ {1,2,...,1} obliczymy, ile jest takich j € {1,2,...,p},
ze SZL + SJP > s,

W tym celu posortujmy ciag ST i otrzymany

ciag nazwijmy S'F. Zalézmy, ze obliczamy wynik

dla ustalonego i € {1,2,...,l}. Za pomoca wyszukiwania
binarnego szukamy takiego najmniejszego k € {1,2,...,p},
ze SE+ SiF > s. Jedli takie k istnieje, wtedy dla kazdego
je{kk+1,...,p} zachodzi SF + S;-P > s, poniewaz
S'F jest niemalejacy. Stad, S¥ nalezy do p — k + 1

par, ktére majg sume przynajmniej s. Jedli zas takie

k nie istnieje, to S nie tworzy zadnej pary o sumie
przynajmniej s.

Faza sortowania zajmuje czas O(n - 27 ). Wyznaczenie
liczby poprawnych par, dla ustalonej wartosci, za
pomoca wyszukiwania binarnego zajmuje czas O(n).
Wszystkich wartosci do sprawdzenia jest [ (I jest rzedu
0(2%)), co daje catkowita ztozonoéé O(n - 2%).

Przyktad

PrzesledZzmy opisany algorytm na przyktadzie ciagu
a=(2,5,3,4,2,4), w ktérym szukamy liczby podciagdéw
o sumie przynajmniej 10. Najpierw dzielimy ciag a

na dwa ciagi i dla kazdego z nich obliczamy sumy
wszystkich jego podciagow:

L=(2,5,3) P =(4,2,4)
(2,5,3) — 2 (4,2,4) = 4
(2,5,3) =5 (4,2,4) = 2
(2,5,3) = 3 (4,2,4) — 4
(2,5,3) = 7 (4,2,4) = 6
(2,5,3) =5 (4,2,4) — 8
(2,5,3) =8 (4,2,4) = 6
(2,5,3) = 10 (4,2,4) = 10

SL =(2,5,3,7,5,8,10) SP = (4,2,4,6,8,6,10)

Z warunku (I) mamy 1 podciag, z warunku (II)
réwniez 1. Przechodzimy do warunku (III). Najpierw
sortujemy ST, otrzymujac S'F = (2,4,4,6,6,8,10).
Teraz wyznaczamy wyniki dla kolejnych elementéw
SL:(2,4,2,6,4,7,7). Ostatecznym wynikiem jest:
M+ +24+44+24+64+4+7+7)=1+1+32=34.
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