Rys. 1

Rys. 2. Zachgcam Czytelnika do préby
samodzielnego znalezienia sprawiedliwego
podzialu na 4 czesci, a takze
uzasadnienia, ze 3 czedci to za malto.

Wigcej o twierdzeniu Borsuka—Ulama
mozna przeczytaé¢ w artykule Michata
Miskiewicza w Delcie 09/2018.

Twierdzenie o naszyjniku
tukasz RAJKOWSKI

Uczciwi zlodzieje powinni umieé sie dzieli¢. Oczywiscie, dzieli¢ sie tupami

z innymi uczciwymi zlodziejami, ktorzy pomagali w dokonaniu kradziezy.
Mozna sobie wyobrazié, ze taka uczciwo$é powoduje czasem pewne trudnosci,
gdyz niektére precjoza moga by¢ nieskore do podziatu. Dla przyktadu
wyobrazmy sobie, ze dwoje uczciwych ztodziei (powiedzmy, Bonnie i Clyde)
skradto naszyjnik wysadzany diamentami i rubinami i chca miedzy soba

po réowno rozdzieli¢ zawarte w nim szlachetne kamienie. Oczywiscie, aby

to bylo mozliwe, liczba diamentéw oraz liczba rubinéw na naszyjniku

musza by¢ parzyste. Zalézmy dodatkowo, ze ztodzieje — ceniacy sztuke

i misterng konstrukcje naszyjnika — chca go przecia¢ w jak najmniejszej
liczbie miejsc, tak aby powstale w ten sposéb fragmenty mogli miedzy

siebie rozdzieli¢ w sposéb sprawiedliwy wzgledem liczby diamentéw oraz
rubinéw (zapiecie naszyjnika nie musi by¢ zamkniete). Rysunek 1 pokazuje
sposob podziatlu naszyjnika z 10 diamentami i 4 rubinami przy uzyciu dwéch
cie¢ w taki sposéb, by kazdy zlodziej otrzymal 5 diamentéw i 2 rubiny.
Oczywiscie, mniejsza liczba cieé¢ nie jest mozliwa. Moze jednak istnieje inny
diamentowo-rubinowy naszyjnik, ktérego nie da sie sprawiedliwie podzieli¢
przy uzyciu dwoch cie¢? Okazuje sie, ze nie, co nietrudno jest udowodnic.

Rozwazmy naszyjnik z 2k diamentami i 2/ rubinami. Dla ¢ < k+1+1
rozwazmy podzial II;, w ktérym kamienie o numerach 4,4+ 1,..., i+ k+1—1
przygarnia Bonnie, a pozostate Clyde. Oczywiscie, kazdy taki podzial jest
mozliwy do zrealizowania przy uzyciu dwoch cie¢. Zalézmy, ze przy podziale
IT; Bonnie dostal d diamentéw i bez straty ogélnosci przyjmijmy d < k.
Woéwezas Clyde musi mieé¢ 2k — d diamentéw, zatem tyle samo ma Bonnie
przy podziale Iy ;4. Ponadto, gdy zmieniamy podzial z II; na II,,;, liczba
diamentéw przyznanych Bonniemu zmienia sie o co najwyzej 1. W tej sytuacji,
zmieniajac si¢ od d < k (przy II;) do 2k — d > k (przy Igy41), liczba
diamentow w posiadaniu Bonniego przy pewnym podziale bedzie musiata
wynosi¢ k. Oczywidcie, wéwcezas bedzie on mieé¢ [ rubinéw (gdyz zawsze
otrzymuje k + [ kamieni), a zatem uzasadniliSmy istnienie sprawiedliwego
podzialu uzyskiwanego przy uzyciu dwéch cieé.

Powstaje naturalne pytanie: co moga zrobi¢ zlodzieje, jesli rodzajéw kamieni
jest wiecej? Rysunek 2 przedstawia naszyjnik wysadzany diamentami,
rubinami i szmaragdami, ktérego nie da si¢ sprawiedliwie podzieli¢, uzywajac
dwoch cieé, cho¢ jest to mozliwe przy uzyciu trzech cieé. Czy zatem

w przypadku 3 rodzajow kamieni zawsze wystarcza 3 ciecia? A jesli tak, to
czy przy naszyjniku z n réznymi rodzajami kamieni zawsze mozemy wykonad
tylko n cieé, aby uzyskaé¢ sprawiedliwy podzial? Twierdzacej odpowiedzi na
to pytanie udzielili Noga Alon i Douglas West ( The Borsuk—Ulam theorem
and bisection of necklaces, Proceedings of the American Mathematical Society,
1986). Przedstawione przez nich rozumowanie jest niezwykle pickne, miedzy
innymi dlatego, ze opiera si¢ na twierdzeniu Borsuka—Ulama, kojarzonym

z topologia, a nie z problemami natury tak dyskretnej, jak podzial tupdw.
Twierdzenie to brzmi nastepujaco.

Twierdzenie. Niech S™ bedzie n-wymiarowsa sfera jednostkowa, tzn.
S — {(Zl,...,$n+1) GRﬂJrl ;x%+...+xi+1 = ]_}

i niech f: S™ — R" bedzie dowolng funkcja ciagla. Wowczas istnieje punkt
x € S™, dla ktérego f(x) = f(—x).

Przyjrzyjmy sie, jak przedstawiony wynik ,pracuje” w rozwazanym
zagadnieniu. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze mamy do czynienia z trzema
rodzajami kamieni, dowéd w ogélnym przypadku jest w pelni analogiczny.
Rozwazmy naszyjnik z 2k diamentami, 2/ rubinami i 2m szmaragdami.
Zal6zmy, ze naszyjnik ma dlugosé 2(k + 1+ m), a po jego rozprostowaniu
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(A) roztozony naszyjnik,

(B) ,rozsmarowanie” kamieni,

(C) podzial naszyjnika wynikajacy

z twierdzenia Borsuka—Ulama,

(D) poprawka poprzedniego podziatu, aby
ciecia wypadly w zaznaczonych punktach

Artykul powstal na podstawie §wietnego
filmiku Who (else) cares about topology?
Stolen necklaces and Borsuk—Ulam
autorstwa uzytkownika 3BluelBrown,
dostepnego na stronie youtube.com.

i-ty kamien znajduje sie w odleglosci (2¢ — 1)/2 od gérnego zapiecia. Dla
ulatwienia opisu niech A; bedzie punktem na naszyjniku w odleglosci i
od gbrnego zapiecia (tzn. i-ty kamienn znajduje siec w érodku odcinka A;_14;).

Wyobrazmy sobie, ze dla kazdego i < 2(k + [ +m) ,rozsmarowujemy”

-ty kamien réwnomiernie po calym odcinku A;_1A;. Dopuszczamy w ten
spos6b niecatkowitoliczbowe podzialy naszych skarbéw (tzn. mozna, na
przyklad, przecia¢ diamentowy odcinek w polowie). Zastanéwmy sie,

w jaki spos6b mozna matematycznie opisa¢ podziat tego naszyjnika na
cztery czesci, rozdzielone miedzy dwoch zlodziei. Po pierwsze, musimy
okresli¢ punkty cigcia. Sa one jednoznacznie wyznaczone przez dlugosci
kolejnych fragmentéw naszyjnika, czyli cztery dodatnie liczby rzeczywiste,
sumujace sie do 2(k 4+ + m). Dla wygody podzielmy je przez 2(k + 1+ m),
otrzymujac dodatnie liczby dy, ds, ds, d4, sumujace si¢ do 1. Nastepnie
musimy rozdzieli¢ tak otrzymane czesci miedzy ztodziei. W tym celu kazdej
czesci mozemy przyporzadkowaé liczbe +1, w zaleznosci od tego, ktoremu
rabusiowi chcemy ja wreczy¢ (powiedzmy, 1 dla Bonniego i —1 dla Clyde).
Niech o; bedzie znakiem przynaleznosci i-tej czedci. Wowezas czwérka
(01V/d1, 09V/d2, 03\/d3, 04+/dy) jest punktem na sferze S3. Z drugiej strony,
kazdy punkt x = (21, 29,73, 74) € S* definiuje podzial naszyjnika poprzez
wziecie d; = 22 oraz o; = sgn(z;).

Widzimy juz, ze twierdzenie Borsuka—Ulama ma coraz wieksza szanse okazac

sie pomocne. Aby z niego skorzysta¢, musimy jeszcze okresli¢ funkcje ciagla

z 8% w R?, w jakié sposéb zwigzana z naszym podziatem tupéw. Naturalnym

kandydatem jest funkcja F: S% — R? okreélona ,wzorem”

F(x) = suma diugoci (diamentowych, rubinowych, szmaragdowych)
fragmentow naszyjnika, przypadlych Bonniemu przy podziale
zdefiniowanym przez X.

Rozwazana funkcja jest ciagta dzieki temu, Ze ,rozsmarowaliSmy” wczesniej
nasze kamienie. Na mocy twierdzenia Borsuka-Ulama istnieje zatem x € S3,
dla ktérego F(x) = F(—x). Zauwazmy jednak, ze F'(—x) okresla sumy
odpowiednich fragmentéw przynaleznych Clyde przy podziale zdefiniowanym
przez x. Istnieje zatem podzial naszyjnika przy uzyciu trzech cie¢ w taki
sposob, ze kazde ze zlodziei otrzyma taka sama sumaryczna dlugosé
fragmentow poszczegdlnych rodzajéw.

Pozostaje nam teraz wréci¢ z ,,uciaglonej” wersji problemu do twardej
rzeczywistosci diamentow twardych jak diamenty, niemozliwych do
,rozsmarowywania” na naszyjniku. Aby zakornczyé¢ dowdd, wystarczy
uzasadnié, ze otrzymane w poprzednim akapicie punkty ciecia mozemy
przesunaé (nie zmieniajac sprawiedliwosci podzialu) tak, aby wypadly

w punktach A;. Nie jest to jednak trudne. Rozwazmy wszystkie punkty
ciecia, ktére wypadly wewnatrz pewnego diamentowego odcinka o koncach
w kolejnych punktach A;. Jesli fragmenty po obu stronach ciecia naleza do
jednego zlodzieja, to, oczywiscie, bez uszczerbku sprawiedliwo$ci mozemy
przesunaé ciecie do najblizszego punktu A;. Wszystkie pozostale sposréd
rozwazanych punktow ciecia przesunmy ,,na korzysé¢” Bonniego. Wéwczas
Bonnie zyska ,diamentowa” dlugos$é¢ bedaca pewna liczba catkowita a (gdyz
suma ,ulamkowych” diamentowych fragmentéw Clyde musiala by¢ catkowita).
Wystarczy zatem, ze Bonnie odda teraz a diamentéw poprzez odpowiednie
przesuniecie o 1 pewnych a punktéw ciecia. To samo mozna zrobi¢ dla
pozostalych rodzajow kamieni, otrzymujac w ten sposéb ,dyskretny”,
sprawiedliwy podzial naszyjnika.

Kolejnym rozszerzeniem naszyjnikowej zagwozdki jest wziecie pod uwage
wiekszej liczby ztodziei. Jaka jest zatem najmniejsza mozliwa liczba cie¢
potrzebnych do podziatu naszyjnika z n rodzajami kamieni miedzy m ztodziei
(zakladajac, ze jest to mozliwe)? Odpowiedz jest znana, zachecam jednak
Czytelnika do proby samodzielnego sformulowania hipotezy na ten temat.
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