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O ustawianiu

Joanna JASZUNSKA

Zasada szufladkowa Dirichleta glosi, iz jesli rozmieszczamy pewna liczbe obiektow
w mniejszej liczbie szufladek, to ktéres dwa z nich trafia do tej samej szufladki.
Podobnie, jesli liczba obiektéw jest wieksza niz dwukrotnosé liczby szufladek,
ktéres trzy trafig razem do szufladki itd.

< 1. Podczas defilady zolnierze maja by¢ ustawieni w prostokat, przy czym w kazdej
kolumnie i w kazdym rzedzie maja sta¢ od najwyzszego do najnizszego (zadni dwaj

Wiecej o zasadzie szufladkowej znalezé
mozna m.in. w deltoidach 2 i 3/2009.

z nich nie sa réwnego wzrostu). Dowddca ustawia ich w prostokacie jakkolwiek,
po czym porzadkuje wedlug wzrostu w kazdej kolumnie osobno, nastepnie zas

w kazdym rzedzie (psujac byé moze porzadek w kolumnach), potem, jesli trzeba,
znéw w kolumnach, znowu w rzedach etc. Czy ten sposéb dziatania ma sens,

tzn. czy niezaleznie od poczatkowego ustawienia zolnierzy ta procedura zawsze

po skoniczenie wielu takich przestawieniach da zadany efekt? A jesli tak, to po ilu?

2. W szeregu stoi, w przypadkowej kolejnosci, 50 zotnierzy. Zadnych dwéch nie
jest tego samego wzrostu. Wykaz, ze mozna wybra¢ osmiu z nich tak, aby, gdy
wystapia oni krok naprzdd, byli ustawieni wedlug wzrostu (rosnaco lub malejaco).

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 0 istnieje taka liczba catkowita k > 0,
ze liczbe kn mozna zapisa¢ w systemie dziesietnym uzywajac wylacznie cyfr 0 i 1.

4. Na okregu umieszczono 101 dodatnich liczb catkowitych o sumie rownej 300.

Wykaz, ze istnieje taki tuk okregu, na ktérym suma liczb rowna jest 200.
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R1. Tak; co wiecej, wystarczy ustawié¢ zolnierzy raz w kolumnach i raz w rzedach.
Przypusémy, ze potem w pewnej kolumnie wyzszy zolnierz W stoi za nizszym N,
wbrew zadaniu, ze maja sta¢ wedlug wzrostu (rys. 1). Rozwazmy zolnierzy
stojacych w rzedzie z W i przed nim (sa oni wyzsi od niego, ich wraz z W
nazwiemy wysokimi) oraz zolnierzy stojacych w rzedzie z N i za nim (sq nizsi

od N, ich wraz z N nazwiemy niskimi). Zauwazmy, ze kazdy zolnierz wysoki

jest wyzszy od kazdego z zolnierzy niskich (bo jest wyzszy od W, a W —od N).

Wysokich i niskich Zolnierzy jest lacznie o 1 wigcej niz kolumn, wigc zanim

z tej strony najwyzsi w kolumnach

Rys. 1. Kolorowe ramki oznaczaja
zolnierzy wysokich i niskich.

uporzadkowane. [J

R2. Kazdego Zolnierza utozsamiamy z jego wzrostem,
a nastepnie dajemy mu numer — dtugosé¢ najdtuzszego

rosnacego podciggu w danym szeregu, ktérego jest on

ostatnim elementem. Jedli ktéry$ zolnierz ma numer 8,
mamy szukany podciag rosnacy.

W przeciwnym przypadku kazdy z 50 zolnierzy ma
numer najwyzej 7. Gdyby kazdy z numeréw od 1 do 7
wystepowal najwyzej 7-krotnie, tacznie mieliby$my
najwyzej 49 zolnierzy. Stad ktoras liczba powtarza sie
co najmniej 8 razy. Zolnierze o tych wlagnie numerach
tworzg szukany podciag malejacy, gdyz kazdy kolejny

z nich jest nizszy od poprzednika o tym samym numerze
(gdyby bowiem byl wyzszy, bylby nastepnym elementem
rosngcego podciggu i mialby numer o jeden wigkszy). O

R3. Rozwazmy liczby 1,11,111,... Wsrdd pierwszych
n + 1 z nich pewne dwie daja te sama reszte z dzielenia

uporzadkowano rzedy, pewnych dwoch z nich stalo w tej samej kolumnie. Wysocy
stali w réznych kolumnach, niscy tez w réznych, stad w jednej kolumnie musiat
staé jaki$ zolnierz wysoki za niskim — sprzecznos$é, bo kolumny byty juz wtedy

przez n. Ich réznica jest liczba postaci 11...100...0
podzielng przez n, co konczy dowod. [

R4. Oznaczmy liczby wokél okregu kolejno przez
ai,as,...,a101 1 rozwazmy sumy ai + as + ...+ a; dla
i=1,2,...,100. Sa to dodatnie liczby catkowite mniejsze
od 300. Jesli ktéras z tych sum jest réwna 200, zadanie
jest rozwigzane, podobnie dla sumy 100 (wtedy wszystkie
pozostale a; wyznaczaja szukany tuk).

Jesli zadna z sum nie jest réwna 200 ani 100, to

kazda z nich przy dzieleniu przez 100 daje jedna

z 99 niezerowych reszt. Wowczas pewne dwie sumy

a1+ ...+ajoraz a; + ...+ ap dla j < k daja taka sama
reszte, wigc ich réznica ajiq + ... + ay, dzieli si¢ przez
100, czyli jest réwna 200 lub 100. Podobnie jak powyzej
wyznacza ona wobec tego poszukiwany tuk lub jego
dopelienie. [J

Zadania domowe

5. Wykaz, ze wéréd dowolnych 1111 parami réznych
podzbioréw zbioru 11-elementowego zawsze znajda sie
dwa rozltaczne.
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6. Udowodnij, ze w dowolnym ciagu 2018 liczb
catkowitych zawsze mozna wskazaé pewna liczbe kolejnych
wyrazéw, ktorych suma jest podzielna przez 2018.



