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O ortocentrach i parabolach, a zwtaszcza
o twierdzeniu odwrotnym Steinera

Piotr PIKUL*

W Delcie 11/2017 zostal przedstawiony (bez
dowodu) fakt, ze dla czterech dowolnych
prostych (tak dowolnych, ze sa parami
nierownolegle i zadne trzy nie maja punktu
wspdlnego) ortocentra wyznaczonych przez

nie czterech trojkatéw leza na jednej prostej,

a okregi opisane na tych tréjkatach maja punkt
wspoélny. Ponadto parabola, ktérej kierownica
jest prosta zawierajaca ortocentra, a ogniskiem
punkt wspolny okregéw opisanych jest styczna
do czterech wyjéciowych prostych (rys. 1).

Z przyczyn dla mnie samego niejasnych ta

Rys. 1

Rys. 2. Punkty Pi, P2, P3 to odbicia
punktu P wzgledem prostych AB, BC
i CA. Punkt H to ortocentrum tréjkata
ABC.

Brakuje tutaj czwartego twierdzenia —
sodwrotnego do dualnego”, ktére nie
bedzie nam potrzebne. Jego
sformutowanie (i udowodnienie)
pozostawiamy Czytelnikowi.

ciekawostka spowodowala, ze — chyba pierwszy
raz od matury — pochylitem sie nad planimetria.
W dalszej czesci mozna sie zapoznaé z dowodem,
ktéorym zaowocowaly moje rozwazania.
Skorzystamy w nim z nastepujacych twierdzen,
ktore same w sobie sg calkiem interesujace:

Twierdzenie 1 (Steiner). Jesli punkt P lezy na okregu opisanym na
trojkgcie ABC, to odbicia symetryczne punktu P wzgledem prostych AB, BC
i AC' lezg na jednej prostej, przechodzqceej przez ortocentrum tréjkgta ABC
(rys. 2). Prosta te nazywamy prosta Steinera punktu P w tréjkacie ABC.

Dowdd tego twierdzenia zostal oméwiony na lamach Delty w listopadzie
2016 roku. Na potrzeby dalszych rozwazan bardziej bedzie nam potrzebne
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2. Dany jest tréojkgt ABC i punkt P. Jesli obrazy punktu P
w symetriach wzgledem bokow tréjkgta ABC' leZq na jednej prostej,

wtedy punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkgcie ABC. Ponadto
prosta zawierajgca odbicia symetryczne punktu P, zawiera ortocentrum
trojkgta ABC'.

Kolejna wariacje na temat twierdzenia Steinera pozwole sobie nazwac
twierdzeniem dualnym, poniewaz zamienia ono niejako role prostych
i punktéw.

Twierdzenie 3. Dany jest tréjkgt ABC i prosta p przechodzgca przez
ortocentrum tréjkgta ABC. Wtedy odbicia p wzgledem bokow tréjkata
przecinajq sie w jednym punkcie, lezgcym na okregu opisanym na
trojkgcie ABC'.

Zanim przejdziemy do dowodoéw powyzszych twierdzen, przyjrzyjmy sig, jak
z ich pomoca mozna udowodnié¢ wyjsciowy problem czterech prostych.

Niech a, b, ¢, d beda czterema danymi prostymi. Niech D oznacza ortocentrum
trojkata abe, a C' oznacza ortocentrum tréjkata abd. Na mocy Twierdzenia 3
odbicia prostej C'D wzgledem prostych a, b i ¢ przecinaja sie¢ w pewnym
punkcie okregu opisanego na trojkacie abc, a jej odbicia wzgledem prostych
a, bid réwniez maja wspélny punkt, lezacy na okregu opisanym na

tréjkacie abd. Musi to by¢ ten sam punkt. Nazwijmy go P.

Odbicia punktu P wzgledem prostych a, b, ¢ i d leza na prostej C'D, wiec
(na mocy Twierdzenia 2) punkt ten lezy na okregach opisanych na kazdym
z tréojkatow abe, bed, abd i acd, a prosta C'D zawiera ortocentra wszystkich
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Zaprezentowane rozumowanie moze
wydawad sie zalezne od przedstawionej na
rysunku konfiguracji punktéw.
Wykorzystywane réwnoéci sg jednak
prawdziwe nawet jesdli uznamy, ze dotycza
katéw skierowanych, co uwalnia nas od
potrzeby rozwazania przypadkéw.

tych trojkatéw. Zwiazek wspdtliniowosci ortocentrow ze wspolnym punktem
okregéw opisanych, ktory zostal wspomniany w wyjéciowym artykule jako
podejrzenie/wskazéwka, jest wyraznie widoczny.

Teraz nalezy jeszcze wykazac, ze parabola wyznaczona przez ognisko P
i kierownice C'D jest styczna do prostych a, b, ¢ i d. Skorzystamy tu

z nastepujacego faktu, ktérego uzasadnienie mozna znalezé w Deltoidzie
6/2018:

Lemat 1 (charakteryzacja stycznych do paraboli). Prosta jest styczna do
paraboli o ognisku F' i kierownicy [ wtedy i tylko wtedy, gdy jest symetralng
pewnego odcinka lgczgcego F z punktem na f.

Poniewaz wiemy, ze odbicia symetryczne P wzgledem prostych a, b, ¢ i d leza
na C'D, natychmiast otrzymujemy, ze a, b, ¢ i d sa styczne do interesujacej nas
paraboli. Koniczy to dowdd przytoczonego na wstepie faktu. O

Przedstawione rozumowanie pokazuje w dodatku, ze punkt okregu opisanego
i jego prosta Steinera wyznaczaja parabole styczna do prostych zawierajacych
boki tréjkata. Mozna si¢ zastanowié, czy jest to jednoznaczna charakteryzacja
wszystkich takich parabol. Tutaj nie bedziemy tego rozwazac.

Teraz pozostaje juz tylko udowodni¢ twierdzenia 2 i 3. Zaczniemy od dowodu
twierdzenia odwrotnego.

Niech X, Y i Z beda odbiciami punktu P wzgledem prostych, kolejno BC,
AC i AB. Jedli X, Y i Z nie sg parami rézne, punkt P musi pokrywaé sie
z jednym z wierzchotkéw tréjkata (wiec, oczywiscie, lezy na okregu opisanym).
Podobnie jest w przypadku, gdy P lezy na prostej XY Z. Powinno si¢ to sta¢
jasne, jesli zauwazymy, ze tréjkat ABC jest wyznaczony przez symetralne
odcinkow PX, PY i PZ. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze punkt Y
lezy pomiedzy X i Z. Dowdd sprowadza sie do przeliczen na katach. Na
poczatku zauwazamy nastepujace rownosci:
xCXY =xXYC, xAYZ =xYZA, <<xAPC = xCYA,

xPCB = «BCX, %xBAP=xZAB,

¥XYC + «xCYA+ xAY Z = 180°.
Analizujac tréjkat wyznaczony przez proste AB, BC'i X Z, otrzymujemy:

180° = xCBA + (180° — «xBCX — xCXY) + (180° — xYZA — xZAB).
Podstawiajac poprzednie réwnoéci, otrzymujemy:
180° = xCBA + 180° — <xPCB + ¥xAPC — xBAP,

zatem ¥ PCB 4+ xBAP = xCBA + xAPC. Ostatnia réwnosé¢ oznacza, ze
czworokat BAPC jest wpisany w okrag, czyli to, co nalezalo wykazaé. Dzieki
podstawowemu twierdzeniu Steinera prosta zawierajaca odbicia symetryczne
pewnego punktu z okregu opisanego wzgledem bokéw trojkata przechodzi
przez ortocentrum. ]

Na zakonczenie udowodnimy twierdzenie dualne.

Odbicia symetryczne prostej przechodzacej przez ortocentrum maja punkty
wspOlne z okregiem opisanym (np. odbicia ortocentrum). Zauwazmy, ze jesli
obraz jest styczna, musi by¢ réwnolegly do boku tréjkata, a tym samym do
wyjsciowej prostej. Ta zas moze byé¢ réwnolegla do co najwyzej jednego boku
trojkata, wiec przynajmniej dwa jej odbicia nie sa stycznymi.

Wiemy zatem, ze pewien obraz wyjsciowej prostej ma drugi punkt wspdlny
z okregiem. Oznaczmy ten punkt przez P. Prosta Steinera punktu P musi
by¢ wyjsciowa prosta, poniewaz ma z nig co najmniej dwa punkty wspolne
(ortocentrum i pewne odbicie P).

To konczy dowodd, poniewaz kazdy punkt okregu opisanego lezy na odbiciu
symetrycznym swojej prostej Steinera wzgledem dowolnego boku trojkata. [

Milo jest czasem powroécié do geometrii.
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