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Rozwigzanie zadania M 1576.
Rozwazmy dowolny czworoscian ABC D
w ktérym K, L, M, N sa punktami
stycznosci sfery wpisanej i $cian lezacych
odpowiednio naprzeciw wierzchotkéw A,

B, C, D.
Wyznaczymy miary katéw <X ABN oraz
XBAN w zaleznosci od miar katéw
wewnetrznych $cian czworosdcianu (ktére
sg dane, gdy dana jest siatka).
Zauwazmy, ze na mocy cechy
bok—bok—bok, pary: ABM i ABN, ACN
i ACL, ADL i ADM to pary tréojkatéw
przystajacych; oznaczmy katy wewnetrzne
przy wierzchotku A w poszczegdlnych
z nich odpowiednio przez 3, v, §.
Wéwczas

B+~v=xBAN + xCAN = xBAC,

v+86d=xCAL+ xDAL = xCAD,

0+ B =xDAM + xBAM = xDAB,
skad wniosek, ze
*XBAN = =

= 1 (xBAC + ¥DAB — ¥CAD).

Podobnie uzyskujemy réwnosé
¥ABN = }(¥ABC + ¥DBA — £xCBD).

Poniewaz dodawanie i odejmowanie
katéw, a takze prowadzenie dwusiecznej
sa wykonalne konstrukcyjnie, wiec
powyzsze réwnosci bezposrednio
przenosza si¢ na zadana konstrukcje
punktu stycznosci ze $ciang ABC. Dla
pozostalych scian konstrukcja jest w pelni
analogiczna.

Migawka informatyczna

Dzi$§ modeluje sie prawie wszystko. Przyktadowo prognoze pogody tworzy

sie na podstawie modelu atmosfery. Przestrzen nad ziemia dzieli sie na
prostopadlodciany szerokosci kilku kilometréw, wysokodci kilkudziesieciu, moze
kilkuset metréw; w kazdym z nich ustala sie, jaka jest temperatura, wilgotnosé,
ci$nienie, predko$é¢ wiatru, jego kierunek i jeszcze wiele innych parametrow.
Taki opis sytuacji to stan modelu. Ponadto opierajac si¢ na prawach fizyki,
ustala sie, jak ten stan bedzie ewoluowal w czasie. To, oczywiscie, bedzie
przyblizenie sytuacji rzeczywistej. Na przyklad, liczymy, w jakim stanie model
bedzie za 12 godzin, dobe, dwie. Czesto takie obliczenia wymagaja wielkiej mocy
obliczeniowej, szczegodlnie jesli chcemy zrobié¢ to doktadnie, jak np. w przypadku
prognozy ICM (meteo.pl).

Modelowanie stosuje sie réwniez w wielu innych przypadkach, gdy chcemy
przewidzie¢ w sposéb przyblizony, co bedzie w przysztosci. Konstruuje sie
modele opisujace ceny akcji na gieldzie, wielko$é pokrywy lodowej w Arktyce,
erupcje wulkanéw, wielko$¢ populacji danego kraju czy $wiata, ewolucje

choréb na danym terenie itd. We wszystkich tych sytuacjach chcemy czegos
dowiedzie¢ si¢ o przysztosci waznego dla nas zjawiska czy procesu, ale jest on
na tyle skomplikowany, ze nie jesteSmy w stanie zrobi¢ tego doktadnie. Dlatego
idziemy na kompromis i zajmujemy sie pewnym przyblizeniem rzeczywistosci.
Bedzie to, co prawda, przyblizenie, ale za to bedziemy w stanie z nim pracowacé
i rzeczywiscie oblicza¢, jak sie ono zachowa w przysztosci. Modele rzeczywistosci
moga by¢ dosyé doktadne, wtedy jednak (ze wzgledu na zlozonosé) ciezko
analizowa¢ ich wlasnosci i obliczaé, jak beda ewoluowaly. Ale za to, jesli to

juz zrobimy, bedziemy mieli dobre przyblizenie tego, co si¢ stanie naprawde.
Moga by¢ tez mniej doktadne, wtedy beda zachowywaly sig¢ istotnie inaczej

niz rzeczywistoé¢. W zamian za to bedzie nam je tatwiej analizowaé, a analiza
przyniesie pewne wnioski, ktére cho¢ czesciowo pozwolg zrozumieé¢ badane
zjawisko.

Czasem model, ktéry tworzymy, wcale niekoniecznie ma wiele wspélnego

z rzeczywistoscia, ale konstruujemy go tak, by dawatl dobre wyniki dla
niektorych eksperymentéw, majac nadzieje, ze przyda nam si¢ on do
przewidywania wynikoéw innych eksperymentow. Ten sposéb patrzenia na
modelowanie blizszy jest fizyce, gdzie sila rzeczy nie znamy istoty rzeczywistosci,
wiec mozemy jedynie konstruowaé¢ model tak, by dobrze przyblizatl znane

nam obserwacje. Dobrymi przyktadami sa tu: kopernikanski model ukladu
stonecznego czy model standardowy opisujacy $wiat w mikroskali.

Skoro modelowanie stosuje si¢ w ekonomii, meteorologii, biologii, fizyce,
socjologii, to dlaczego by nie zastosowaé go w informatyce do lepszego badania
zachowan programéw? Istotnie si¢ to robi i modele programéw maja sporo
roznych zastosowan. W informatyce znamy zasady kierujace dziataniem
programoéw, natomiast nie umiemy przewidywac, do czego doprowadza. Dlatego
stosujemy podejscie, w ktérym budowany model odzwierciedla rzeczywisto$é

w sposob przyblizony. Jednym z waznych zastosowan jest automatyczna
weryfikacja programow, czyli automatyczne wykrywanie bltedéw w programach.
Oczywiscie, nie jest ono zupelnie automatyczne, ale jego cze$é wykonuje sie
automatycznie. Chcemy wykry¢, czy nasz program moze potencjalnie wykonaé
pewnego rodzaju bledny przebieg. Powiedzmy, pytamy, czy moze on w pewnym
momencie prébowaé¢ podzieli¢ co$ przez 0. W tym celu konstruuje sie¢ model
programu M i opisuje w precyzyjny sposéb, co rozumiemy przez bledny przebieg.
W naszej sytuacji bylby to ciag instrukcji, ktory konczy sie instrukcja: podziel
cos$ przez 0. Takie bledne ciagi instrukcji charakteryzuje sie¢ przy uzyciu formut
pewnych logik. Powiedzmy, ze formuta logiczna ¢ opisuje ciagi instrukcji
koniczace si¢ podzieleniem przez 0, to znaczy wylicza sie do prawdy przy
podstawieniu takich ciagéw, a do falszu przy pozostalych. Teraz wystarczy juz
tylko sprawdzié¢, czy w modelu M mozliwe jest obliczenie, dla ktérego formuta ¢
zwraca wartos¢ prawda. To podejscie nazywa si¢ z angielska model checking, czyli
sprawdzanie modelu, i cieszy si¢ duzym sukcesem komercyjnym. Dla przyktadu,
firma Intel wydaje na rozwdj tej techniki miliony dolaréw.
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Rozwigzanie zadania M 1578.
Tréjkat réwnoboczny A’ B'C’
o wierzchotkach w weztach nazwijmy
czapeczka, jezeli AB || A’B’ oraz punkty
C i C' leza po tej samej stronie prostej
A'B’.
Kazdemu tréjkatowi T', spelniajacemu
warunki zadania, przyporzadkujmy
najmniejszq zawierajaca go czapeczke.
Precyzyjniej: jezeli T jest czapeczka, to
przyporzadkowujemy mu siebie samego,
natomiast w przeciwnym przypadku
czapeczke ograniczong prostymi:
réwnolegta do AB przechodzaca przez
wierzchotek T' lezacy najblizej AB,
réwnolegla do BC przechodzaca przez
wierzcholek T lezacy najblizej BC' oraz
réwnolegta do C'A przechodzgcy przez
wierzchotek T' lezacy najblizej C' A.
Kazdej czapeczce o boku k=1,...,n
zostalo w ten sposéb przyporzadkowanych
dokladnie k tréjkatéow spelniajacych
warunki zadania. Co wiecej, liczba
czapeczek o boku k jest réwna

n—k+ 2)

5 .

Wobec tego szukana liczba tréjkatow
réwnobocznych to

1424+ (n—k+1) = (

n

Sl

k=1

!

przy czym réwnosé ta wynika

z nastepujacej obserwacji.
Czteroelementowy podzbiér zbioru
{0,1,...,n + 2}, ktérego drugim co do
wielko$ci elementem jest k € {1,...,n},

. . : L — k42
mozna wybra¢ na dokladnie k(” i )

sposobéw (wybierajac najmniejszy
element spoéréd {0, ...,k — 1} oraz dwa
wieksze od k sposréd {k+1,...,n+2}).

Sumujac po wszystkich mozliwych k,
uzyskujemy liczbe¢ sposobéw wyboru 4
sposréd n + 3 elementow.

Uwaga. Zachecamy Czytelnika do
znalezienia naturalnej bijekcji miedzy
obiektami zliczanymi w tym zadaniu (dla
tréjkata o boku n) oraz w poprzednim
(dla trojkata o boku n + 1).

b

Automat rozpoznajacy jezyk stéw nad
alfabetem {a, b}, ktére zawieraja
parzyscie wiele liter a oraz parzyscie wiele
liter b.

Jednak korzy$é z analizowania modeli programéw nie jest tylko komercyjna,
ale réwniez teoretyczna. Jednym z modeli programéw, bardzo doktadnym

i skomplikowanym, jest maszyna Turinga. Dzieki temu, ze ustalony zostat
precyzyjny model programu, mozna zdefiniowaé, co dokladnie oznacza, ze dany
problem da si¢ rozwiazaé w czasie wielomianowym albo ze jest w klasie NP,
wielokrotnie wspominanej na tamach Delty. Czyli wlasciwe definicje modeli
pomagaja nam lepiej zrozumieé¢ Swiat programéw, powiazania miedzy réznymi
pojeciami, a czesto takze pozwalaja opracowaé szybkie algorytmy.

Zeby przejsé do konkretéw, przyjrzyjmy sie najprostszemu modelowi programu,
mianowicie automatowi skonczonemu. Dowolny program w kazdej chwili swojego
dziatania jest w jakims stanie pamigci. Przykladowo, program szukajacy
maksimum w tablicy o rozmiarze 100 moze by¢ w stanie: jestem w 37 komérce
tablicy, do tej pory najwieksza liczba to 178, a aktualnie spogladam na

liczbe 110. Przy praktycznym zalozeniu, ze kazdy komputer ma skonczona
pamieé, liczba mozliwych standéw programu jest réwniez skoriczona. Natomiast
obliczenie programu polega na przechodzeniu pomiedzy tymi stanami wedlug
pewnego ustalonego zestawu regul (ten zestaw, oczywiscie, zalezy od programu).
Nasz program szukajacy maksimum moze przej$¢ np. do stanu: jestem w 38
komorce tablicy, najwigksza znaleziona liczba to 178, aktualnie widze liczbe 88.
Dodatkowo zmiany stanu programu moga by¢ réznych typow — w naszym
przykladzie jest to uaktualnienie maksimum albo przejscie dalej w prawo

w tablicy. Model powinien to méc uwzglednia¢. Dodatkowo model powinien
zawieraé¢ informacje, w jakim stanie program zaczyna swoje dzialanie oraz

w jakich stanach sie koniczy. Sprecyzujmy teraz opisane intuicje i zdefiniujmy
doktadnie, czym jest automat skonczony.

Deterministyczny automat skorczony A nad skonczonym alfabetem ¥ sklada
si¢ ze zbioru standw @, wyrdznionego stanu poczgtkowego qo € Q, zbioru stanow
akceptujgcych F C @ oraz zbioru tranzycji T C Q x X x Q. Jesli dla pewnych
stanéw p,q € Q oraz litery a € ¥ zachodzi (p,a,q) € T, to piszemy p > q. Biegiem
automatu A po stowie w = a; - - - a,, skladajacym sie z liter a; € ¥ nazwiemy ciag
takich stanéw p = po, ..., Pn, 7€ po — p1 3 ... 23 p,,. Jedli dodatkowo pg jest
stanem poczatkowym, a p, pewnym stanem akceptujacym, to bieg p nazwiemy
akceptujgcym i powiemy, ze stowo w jest akceptowane przez automat. Natomiast
jezykiem rozpoznawanym przez automat 4 nazywamy zbior wszystkich stéw
przez niego akceptowanych. Intuicyjnie jezyk automatu A, oznaczany L(.A),
opisuje zbiér wszystkich ciagéw akcji programu, ktéry modeluje dany automat.
Jedli stowo w = ay - - - a,, nalezy do L(A), to oznacza, ze w programie jest pewien
przebieg, w ktérym po kolei program wykonuje akcje typu aq, as itd. az na
konicu wykonuje akcje typu a,. Stan natomiast intuicyjnie reprezentuje to,

co w danym momencie trzeba pamigtac¢ o prefiksie stowa, zeby pod koniec
stwierdzi¢, czy cale stowo nalezy do jezyka, czy tez nie.

Okazuje sig, ze automaty skoniczone przydatne sa nie tylko do modelowania
dziatania programoéw, ale sa po prostu bardzo eleganckim pojeciem, ktore
jest uzyteczne w wielu kontekstach. Przyktadowo, znajduja zastosowanie przy
sprawdzaniu, czy model M spelnia formule ¢, albo przy analizie algorytméw
operujacych na znanych niektérym Czytelnikom wyrazeniach regularnych.
Wyrazenia regularne sa zbudowane przy uzyciu sumy (oznaczanej +),
konkatenacji (oznaczanej -) i gwiazdki (oznaczanej *). Jedli r i s opisuja
jezyki L, oraz L, to r 4+ s opisuje sume L, U Lg, r - s opisuje jezyk stéw, ktorych
pierwsza czg$¢ nalezy do L,, a druga do Lg, natomiast r* opisuje jezyk stow,
ktore dadza sie podzieli¢ na skonczenie wiele czesci, z ktorych kazda nalezy
do L,. Przykladowo wyrazenie (a + b) - (b+ ¢) opisuje jezyk czterech sléw,
ktorych pierwsza litera to a lub b, a druga to b lub ¢. Natomiast wyrazenie b* - ¢
opisuje jezyk nieskonczenie wielu stéw, ktore zaczynaja sie pewna liczba liter b,
a koncza sie litera c. Okazuje sig, ze jezyk automatu na rysunku réwniez da sie
opisa¢ wyrazeniem regularnym:
(a~a—|—b-b+(a-b+b-a)(a-a+b~b)*(a-b+b~a))*,
zachecamy Czytelnikéw do uzasadnienia tego faktu. Co ciekawe, wyrazenia
regularne opisuja tak naprawde dokladnie te same jezyki, co automaty
skoniczone. To jednak temat na zupelnie inna opowiesé.

15



